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для использования в качестве дополнительного материала при организации преподава-
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В пособии излагается классический раздел математического анализа – 
числовые, функциональные ряды и ряды Фурье. Оно написано на основе 
курса лекций и практических занятий, которые авторы проводили со сту-
дентами НТИ (филиал) УрФУ и опирается на известные курсы теории ря-
дов, изложенные в работах [1–6].  
В данном издании ставится целью помочь студенту самостоятельно 
или при минимальной помощи преподавателя ознакомиться с основными 
понятиями и систематизировать свои знания по решению задач. Попыткой 
достижения этой цели и определяется структура настоящего пособия: в на-
чале каждого параграфа кратко изложен теоретический материал (опреде-
ления, основные теоремы и формулы), знание которого необходимо для 
решения задач данного раздела. Это позволяет использовать пособие, не 
прибегая к учебникам. Далее приводятся подробно разработанные задачи с 
разъяснениями методов их решения. Среди решенных задач многие можно 
назвать типовыми. Это обстоятельство особенно важно для студентов, за-
нимающихся дистанционно. В пособии также предложены контрольные 
вопросы и задания для самостоятельной работы. 
Первая глава посвящена числовым рядам. В ней рассмотрены тради-
ционные вопросы (признаки сходимости положительных рядов, знакоче-
редующиеся ряды и т. д.), а также излагаются некоторые вопросы из тео-
рии линейных методов суммирования рядов с разбором конкретных задач 
как по обсуждению технических приемов, так и по показу более «тонких 
мест» применимости той или иной теоремы или формулы. 
Во второй главе («Функциональные ряды») акцентируется внимание 
на главном понятии (равномерной сходимости), с помощью которого по-
лучены достаточные условия предельных переходов под знаком интеграла 
или производной. Многочисленные разобранные задачи позволяют осоз-
нанно и глубоко изучить теория главы. 
В третьей главе («Приложение рядов») значительное место отводится 
приложениям степенных рядов в приближенных вычислениях значений 
функций и определенных интегралов, а также при приближенном интегри-
ровании разнообразных дифференциальных уравнений. 
Четвертая глава посвящена разложению функций в тригонометриче-
ские ряды Фурье. 
При составлении настоящего пособия был использован ряд задач из 
известных задачников по высшей математике [7–12], обычно рассматри-




Глава 1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 
 
1. Понятие числового ряда. Сходимость ряда.  




Определение. Если дана бесконечная последовательность чисел 1a , 2a , 








nn aaaaa   
называется числовым рядом. 
Числа 1 2 3, , , ..., na a a a  называют членами ряда; Nnnfan  где),( , 
называется общим членом ряда. В результате вычисления значений этой 
функции при n = 1, n = 2, n = 3, … должны получаться члены ряда 
1 2 3, , , ...,a a a  аn . 









 Найти 1na . 
Решение:  




an  . Заме-





















n . Записать соответствующий ряд.   
Решение:  




















a , при       










a  и т. д. 






































an . Записать соответствующий ряд. 
Решение:  
Напомним, что по определению    
 
nn  ...321! , 
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)12(...531!)!12(  nn , 
nn 2...642!)!2(  . 
 
Заметим при этом, что nnnnnn )1()!2()!1(!   и т. д.,  1!1;1!0  . 

























1   . 
 
 
1.2. Сходимость числовых рядов 
 
Определение 1. Конечные суммы  
11 aS  , 
                                                   212 aaS  , 
                                                    …………….. 
                                                   ,...21 nn aaaS           
                                                   ……………………... 
называются частичными суммами ряда. 
Определение 2. Если существует конечный предел последовательности 




 lim (здесь и дальше под n  будем понимать 















Если не существует конечного предела последовательности частичных 




  или он бесконечен, то ряд называется расходящимся. 
 
П р и м е р  1. Исследовать на сходимость ряд  
 










































































































































































































Итак, данный ряд сходится и его сумма равна единице. 
П р и м е р  2. Исследовать на сходимость ряд, составленный из членов 










       ,  0a , q0. 
Решение:  
Последовательность членов ряда есть геометрическая прогрессия. Со-























n  . 
 




Slim  – ряд расходится.  







n    
Последовательность частичных сумм данного ряда такова: ,1 aS   
,02 S  ,3 aS     ,04 S  …, т. е.  ,12 aS k     ,02 kS  .Nk   
Поскольку две подпоследовательности одной последовательности 








S  то предел последова-
тельности nS  частичных сумм рассматриваемого ряда при n  не суще-







n  расходится. 
Далее возможны следующие случаи: 
а) 1q . 
Последовательность членов ряда есть так называемая бесконечно убы-
вающая геометрическая прогрессия. 












б) 1q . 
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Поскольку 
nn qq  , то при 1q  будет  1
nq , тогда aqaa nn  , 
т. е. aan  , и в этом случае не выполнен необходимый признак сходимо-
сти ряда. 
Таким образом, геометрический ряд 

1n
naq , a 0 сходится тогда и 







1.3. Свойства сходящихся числовых рядов 
 
Следующие простейшие теоремы характеризуют свойства сходящих-
ся рядов. 












Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ряд сходится и его сумма равна S . Для 
любого n  частичная сумма  
nnn aSS  1      1 nnn SSa , 
 












.   
Из доказанного необходимого признака сходимости вытекает доста-
точный признак расходимости ряда: если при n  общий член ряда не 
стремится к нулю, то ряд расходится. 
 
П р и м е р  1. Исследовать на сходимость ряд 













, откуда следует, что 
исходный ряд расходится. 












Очевидно, что общий член этого ряда, вид которого не указан ввиду 
громоздкости выражения, стремится к нулю при n , т. е. необходимый 
признак сходимости ряда выполняется, однако этот ряд расходится,           
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1  стремится к беско-
нечности. 
 















 , называемый произведением данного ряда на число , также 
сходится и имеет сумму S. 









lim , то 
1 1








   . 














  сходятся и имеют соответст-








 , называемый суммой данных 





n n n n
n n n
a b a b
  
  
     . 
  























  , 
тогда ω σ
n n n





lim  и limσ
n
n




также существует и  limω lim σ lim limσn n n n n
n n n n
S S
   
    . Это равенство эк-
вивалентно доказываемому равенству. 









.   
Решение: 
Воспользуемся теоремой и представим данный ряд в виде суммы схо-
дящихся рядов геометрической прогрессии со знаменателями 
2
1
q  и 
5
1



































































































ность между суммой ряда S  и его n – частичной суммой nS : 
 
rn = S – Sn . 
 







  сходится, то его остаток стремится    
к нулю при n . 










ka . Тогда S = Sn + rn. Поскольку Sn  S  при n , то rn = 
S – Sn  0 при n . 
 
Т е о р е м а  5 .  Сходимость или расходимость ряда не изменяется 
после отбрасывания (добавления) любого конечного числа членов ря-
да (к ряду). 
Без доказательства. 
Житейский вывод из этого свойства: отбрасывание конечного числа 
начальных членов ряда или добавление в его начало нескольких новых чле-






1. Дайте определение ряда и его частичных сумм. 
2. Дайте определение сходящейся последовательности. 
3. Сформулируйте необходимый признак сходимости рядов. 
4. Сформулируйте достаточный признак расходимости рядов, исходя из 
необходимого условия сходимости рядов. 





















Числители последовательных дробей образуют арифметическую про-
грессию 21, 41, 61, …,  в которой  21,20 1  ad .  
Поэтому  .120202021)1(1  nnndaan  
Первые множители в знаменателе образуют геометрическую прогрес-
сию 2, 4, 8, …, в которой  12, 2,q b    поэтому  .2
n
nb   Вторые множи-
тели – основания факториала, совпадающие с увеличенным на единицу 
номером этого члена, т. е. )!1( n . 































































    
Очевидно, что члены этого ряда представляют собой последователь-





q b   





























Представим общий член ряда в виде суммы простейших дробей   
 














                                            (4 1) (4 3) 1.A n B n     
  










из которой находим  А = 
1
4
 и  В =  –
1
4






















.                                           
 
Запишем k-ю, k, частичную сумму ряда и преобразуем ее: 
 
  1 1
1 1 1 1 1 1
1





n n n n k 
   
       
       







































.                                              
Решение:   
Разложим знаменатель на простейшие множители: 
 
                                               249 70 24 0.n n    
 
Корнями этого уравнения являются числа  n1 = –
2
7





2 2 1249 70 24 49 (7 2)(7 12)
7 7
n n n n n n
  
























                                            14)27()127(  nBnA . 
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k kk k 
 
           
    
 
 
1 1 1 1 1 1 1 1
...
16 30 23 37 7( 2) 12 7( 2) 2 7( 1) 12 7( 1) 2n n n n
         
       
1 1 1 1 1 1 3 1 1
,
7 12 7 2 5 2 7( 1) 2 7 2 10 7 5 7 2n n n n n n
         









































































83)1()2()2)(1(  nnCnnBnnnA . 
 
 15 

































































Тогда частичную сумму ряда можно записать в виде 
 
1 1 1
3 8 1 1 1 1
4






k k k k k k k  
    
        
       
    
1 1 1 1 1 1 1
4 1 ...
2 2 3 3 4 1n n
 
          
 
 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
... 4 1
2 3 3 4 4 5 1 2 1 2 2n n n n
     
                  











































































  Тогда час-
тичную сумму ряда можно записать в виде 
 
          ln2 ln1 ln3 ln2 ln4 ln3 ln 1 ln ln 1 ,nS n n n           




    
 
Следовательно, исследуемый ряд расходится. 
 16 
П р и м е р  7. Можно ли с помощью необходимого признака решить 








































































   

 ряд расходится; 









a   т. е. о сходимости данного ряда еще ниче-













































































































































Задачи для самостоятельного решения 
 
 
1. Найти сумму следующих рядов: 
 









































2. Проверить, выполняется ли необходимое условие сходимости для 
следующих рядов: 
 























1.  а) 3;    б) 1;    в) 0,5;     г) 0,75.  





Выполните задания 1–3 из приложения. 
 
 18 
2. Знакоположительные ряды 
 




все члены которых неотрицательны: .,0 Nnan   Такие ряды называют-
ся знакоположительными.  










na , все выводы, по-
лученные для знакоположительных рядов, можно перенести на знакоотри-
цательные ряды.  
 
 
2.1. Критерий сходимости знакоположительных рядов. 
Признаки сравнения 
 







 , an  0 сходится 
тогда и только тогда, когда последовательность его частичных сумм 
ограничена сверху. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность вытекает из того, что последова-
тельность частичных сумм знакоположительного ряда не убывает, т. к. 
Nn  
,011   nnn aSS  
 
и, стало быть, для сходимости этой последовательности достаточно, чтобы 
она была ограничена сверху. 
Необходимость следует из того, что всякая сходящаяся последова-
тельность является ограниченной. 
Из этой теоремы следует простая, но очень полезная теорема. 















 , bn  . Если, начиная с некоторого 
































Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку отбрасывание конечного числа на-
чальных членов ряда не влияет на сходимость, можно считать, что nn ba   
1, 2, 3, ...n   Для частичных сумм этих рядов выполняется условие 









Если же ряд 

1n





Для применения этого признака часто используют такие ряды-эталоны, 








qa  – геометрический (он сходится при 1q  и расходится 














 – обобщенный гармонический ряд Дирихле (он сходится при 
1   и расходится при 1  ).  
Сходимость рядов 2 и 3 будет доказана в следующих параграфах. 
Кроме этого, для сравнения часто используют ряды, которые можно 
получить с помощью следующих очевидных неравенств:  
 






,  1sin x ,  1cos x . 
 
Замечание. Процедура подбора числового ряда, отвечающего условиям теоремы 
сравнения, обычно называется мажорированием, а сам этот ряд – мажорантой для 
данного числового ряда. 
  
Рассмотрим на конкретном п р и м е р е схему исследования знакополо-
жительного ряда на сходимость с помощью первого признака сравнения.  
 







   на сходимость. 
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Решение:  









 для 1,2,n   

























(Если вычисление предела вызывает трудности, то этот шаг можно 
пропустить). 
Шаг 3. Используем первый признак сравнения. Для этого подберем 








, то в качестве 










  , т. е. обобщенный гармонический 




   . Следо-
вательно, согласно первому признаку сравнения, сходится и исследуемый 
ряд. 
 







  на сходимость. 
Решение:  









a  для 
1,2,n   
2. Необходимый признак сходимости ряда выполняется, ибо  
 
   
1 1
lim lim lim lim 1 0 0.
1 11 3 1 3 3
n n n n
n n n n
n n n
a
nn n n n   
      
   
 
 






















, то        





























q . Этот ряд сходится, следовательно, сходится и исследуемый 
ряд. 












  при 2n  , то по теореме сравнения из расходимо-





 следует расходимость данного ряда. 
 
Замечание. Следует обратить внимание на то, что теорема сравнения относится 
только к рядам с неотрицательными членами. Действительно, положим, например ,       
an =  –n, а bn = 0, тогда an < bn, ряд 

1n
nb  сходится, но ряд 

1n
na  расходится. 
 




na , an и 

1n
nb , bn  существует конечный и 














na  и 

1n
nb  одновременно сходятся или расходятся.  
Следствие 2.  Если знакоположительные последовательности  na   и  














nb сходятся и расходятся одновременно. 
При выборе ряда-эталона можно пользоваться следующей таблицей 
эквивалентных бесконечно малых при 0 : 
1)    ~1ln ;            4)  ~1e ; 
2)  ~sin ;                 5)  ~arcsin ; 
3) tg ~  ;                   6) 2
2
1
~cos1  . 
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Решение:   











an  для любо-
го Nn . 
3 2 3 4 2 4 4
4 4 4 4 4
2 2
lim lim lim
3 2 3 2
n
n n n
n n n n n n n n n
a
n n n n n n n  
     
    






























 , то возьмем в качестве ряда-эталона 











b . Поскольку предел отноше-
ния общих членов na  и nb  конечен и отличен от нуля и равен 1, то на ос-
новании следствия 2 теоремы сравнения данный ряд расходится. 
 













Поскольку имеют место следующие эквивалентности бесконечно 
больших последовательностей: 
 
2 2 6 5 6 37 1~ 7 , 9 5 2 ~ 9 3 ,n n n n n n n n      
























В соответствии с предельным признаком сравнения исследуемый ряд 






































































следует и сходимость исходного ряда. 
  
 
2.2. Признаки Даламбера и Коши 
 
Достаточные признаки сходимости рядов Даламбера и Коши вытекают 
из сравнения знакоположительных рядов с рядами, составленными из чле-
нов геометрической прогрессии. 
 
 
2.2.1. Признак Даламбера 
 




















Тогда справедливы следующие утверждения: 
1) если ,1q  то данный ряд сходится; 
2) если ,1q  или ,q данный ряд расходится; 
3) существуют как сходящиеся, так и расходящиеся ряды, для которых  
.1q  
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Пусть 0  q  1 и пусть существует такой но-





















nn p n p
a a q
a a q a q












А так как ряд   pnnn qaqaqa 000
2  сходится, являясь суммой 
бесконечной убывающей геометрической прогрессии со знаменателем q    
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(0  q  1), то по признаку сравнения рядов сходится и ряд 
   pnnn aaa 000 21 , а значит, и исходный ряд 

1n
na  сходится. 
2. Пусть 1q . Если же существует такой номер n0, что для всех nn0 вы-






1 2 10 0 0 0 0
,
n n n n n
a a ,a a a
  
     и т. к., по 
предположению, an0  , то n-й член ряда, будучи ограничен снизу положи-
тельной постоянной, не стремится к нулю. Следовательно, не выполняется 
необходимое условие сходимости ряда, и поэтому ряд 

1n
na  расходится. 
3. Если ,1q  то о сходимости ряда 

1n
na нельзя сказать ничего опре-





 расходится, а обобщенный гармо-








Замечания: 1. Признак Даламбера дает оценку и остатка ряда. Из неравенства  
 
2
1 2 3 1 1 1k k k k k ka a a a a q a q             












2. Признак Даламбера удобен на практике тогда, когда общий член ряда содержит 
показательную функцию или факториал. 
3. Признак Даламбера эффективно применим для исследования на сходимость ря-
дов с общим членом, представленным в виде дроби, числитель и знаменатель которой 
являются произведением членов некоторых последовательностей. 
 







 по признаку Да-
ламбера. 
Решение: 


























(Здесь при вычислении дважды применено правило Лопиталя). 
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Так как  
   
2 22 2
1
1 1 2 2
1 1 3 1 2 1





n n n n
n
n na n n n
a n n

    
    




1 2 1 1
lim 1 1,
3 3n n n
 




то по признаку Даламбера данный ряд сходится. 
















. Поскольку  
   
1 1 1 ! 1lim lim / lim lim 0 1
1 ! ! 1 ! 1
n
n n n n
n
a n
a n n n n

   
    
  
, 
то данный ряд сходится. 




































 Исследуемый  ряд схо-
дится по признаку Даламбера.  














3 ( 1)! 3 1 3
lim lim lim 3lim 1




n n n n nn
a n n n




   

     
  
 ряд расхо-
дится по  признаку Даламбера. 
 
 
2.2.2. Радикальный признак Коши 
 
Т е о р е м а  (радикальный признак Коши). Пусть для знакоположи-













 .  
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Тогда справедливы следующие утверждения: 
а) если ,1q  то данный ряд сходится; 
б) если ,1q  то данный ряд расходится; 
в) существует как сходящиеся, так и расходящиеся ряды, для которых 
1q . 
Д о к а з а т е л ь с т в о .   




lim , то  n0, такое, что для n, nn0(), 
будет выполняться соотношение 
 
                                         ;n nq a q                                                (*) 
 
а) если ,1q  то найдется такое 0 , что число 1 qL . Тогда из 
неравенства (*) имеем 0nnLa
n




nL при 10  L  следует сходимость исходного ряда; 
б) если ,1q  то найдется такое 0 , что число 1 qL . Тогда из 
неравенства (*) имеем 0nnLa
n




nL при 1L  следует расходимость исходного ряда. 
в) если ,1q  то о сходимости ряда 

1n
na нельзя сказать ничего опреде-




































. При вычислении мы использовали следую-


































































































10 e . 
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  часто используются 
при применении радикального признака Коши. 
 
































a  для любого 












lim  вызывает определен-
ные трудности, то проверку выполнимости необходимого признака сходи-
мости ряда опускаем.  
Так как 
2 2 2











   
   
        
      
, 
то по признаку Коши данный ряд расходится. 


















 на сходимость. 
Решение:  




















вательно, ряд сходится. 







По радикальному признаку Коши 
 
1 1





n n n n
n n
a n
   




Замечание. Радикальный признак Коши удобно использовать при исследовании 
сходимости рядов, общие члены которых в качестве сомножителей содержат  n-степени 
выражения, зависящих от  n. 
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Для эффективного применения теорем Даламбера и Коши при иссле-
довании рядов на сходимость важно иметь набор рядов – эталонов (рядов, 
с которыми проводится сравнение рядов задачи и о которых известно: схо-
дятся или расходятся они при тех или других, входящих в них, значениях 






















 – сходится при    и kR, расходится при    и k  R. 
При анализе сходимости  рядов часто бывает полезна также следую-














В частности, из формулы Стирлинга следует, что  .,~! n
e
n
nn   














nn ,~! , вычисляем по ради-














































Исходный ряд расходится. 
 












 (и они равны между собой). Обратное утверждение не всегда 
имеет место. Другими словами, признак Коши «сильнее» признака Даламбера. 
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2.2.3. Интегральный признак Коши 
 
Т е о р е м а  (интегральный признак Коши). Если непрерывная функ-
ция f(x), определенная при всех x  1, неотрицательная и невозрас-
тающая, то ряд 
1
( ) (1) (2) ( )
n
f n f f f n


       








Д о к а з а т е л ь с т в о .  Приведем геометрическое доказательство.  
Построим график убывающей функции f(x) и построим прямоугольник 
с основанием [1;2] и с высотами, равными f(1) и f(2). Площади этих прямо-
угольников равны соответственно: первого – f(1), второго – f(2), а площадь 
криволинейной трапеции, ограниченной кривой y = f(x) и прямыми x = 1 и 
x = 2, равна 
2
1
)( dxxf . Сравнивая площади построенных фигур, получаем 
неравенства f(2) < 
2
1
)( dxxf f(1) (если функция невозрастающая, то нера-









 можно рассматривать как площадь криволи-
нейной трапеции, ограниченной линиями  x = 1,  x = n ,  y = f(x),  y = 0.  
Площадь ступенчатой фигуры, описанной около этой криволинейной 
трапеции, равна частичной сумме ряда )1(...)2()1(  nfffSn . 
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Площадь ступенчатой фигуры, вписанной в эту криволинейную тра-
пецию, равна частичной сумме ряда )(...)3()2(1 nfffSn  . 
Очевидно, что  





f(n)  представляет собой площадь всей вписанной ступенчатой 
фигуры, а ряд 

1n














Очевидно, если площадь криволинейной трапеции конечна, тогда ко-
нечна и площадь объединения вписанных прямоугольников, т. е. ряд схо-
дится; если же площадь криволинейной трапеции бесконечна, то и беско-
нечна площадь описанных прямоугольников, т. е. ряд расходится. 
 
П р и м е р  1. Исследовать на сходимость обобщенный гармонический 
















 . Эта 
функция непрерывна, неотрицательна и монотонна, убывает на промежут-






 на сходимость. Легко проверить, что он схо-
дится и равен 
1
α 1






 сходится и 













 расходится, и, значит, обобщенный гармо-
нический ряд также расходится. Этим, в частности, еще раз доказана рас-





1 , который получается из 








 сходится при   1 и расходится при   1 (при   0 












Применим интегральный признак сходимости ряда. 





)(  , удовле-



























1. Сформулируйте критерий сходимости рядов с положительными членами. 
2. Сформулируйте теоремы сравнения: а) не в предельной форме;           
б) в предельной форме. 





 ( )n n
n






a  также схо-
дится. Покажите, что обратное утверждение в общем случае неверно. 






a , an  0, где an – число, обратное членам ариф-
метической прогрессии, расходится. 










a  расходится. 
6. Сформулируйте признаки сходимости Даламбера и Коши. 






,   R? 
8. Какие из признаков сходимости являются достаточными, а какие необхо-






Рекомендуем исследования проводить по следующей схеме: 
а) проверить знакоположительность ряда; 
б) проверить выполнение необходимого признака сходимости; 
в) в случае выполнения необходимого признака сходимости проверить 
один из достаточных признаков. Однако этот порядок может быть нару-
шен, т. к. для некоторых рядов проще сначала проверить выполнение 
пункта в, поскольку проверка необходимого признака для них затрудни-
тельна. 
 



















n nq ,     ( 10  q ),                                   
г)   
2 3 4
1 2 3 4
,
3 5 7 9
     
        
     








   
    
Решение:  
а) Сравнивая общий член данного ряда с общим членом расходящего-














 при всех зна-
чениях n. Следовательно, исследуемый ряд расходится по первому призна-
ку сравнения; 











b   в качестве ряда срав-
нения. 














     






  расходится 














n qb .   
Поскольку  nn qnq  2cos0 , на основании первого признака сравне-
ния можно утверждать, что исследуемый ряд сходится.  
Можно сказать иначе: исследуемый ряд сходится, т. к. он имеет схо-
дящуюся мажоранту, которой является геометрический ряд; 
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 сходящийся геометрический, 
является мажорантой исследуемого ряда. Следовательно, исследуемый ряд 
сходится; 






































по второму признаку сравнения, исследуемый ряд расходится. 
 

























































 тоже сходится по второму признаку сравнения. 
 












                                                                     
Решение:  
Так как   
3 3 / 2




n n n n







  расходится, то данный 
ряд также расходится. 
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Решение:   














nn n n n 
    
      
    
       
 
следовательно, исходный ряд расходится. 

















                                                        
Решение:  
Так как  ,1cos x    

































 сходится. Поэтому исход-
ный ряд также сходится. 











                                                   
Решение:  









  при n , то  
 
     
5
5/2 4 5/2 4 5/2
2 2 2
1 1




n nn n n
  
   
     
        























  сходится, следовательно, исходный ряд также 
сходится. 









       
Решение:     

































 при  1q
 
следует расходимость и исходного ряда. 
 
































































































 сходится, то и исходный ряд также сходится. 
 





















































































































































































     исследуемый  ряд расхо-
дится;  








1 1 1 !! 1
lim lim lim lim 1;




n n n n
n
n n n na n n
e
a n nn n n n


   
    
      
     
 



























































.                                                            
Решение:  
Исследуем сходимость по признаку Даламбера: 































































следовательно, исходный ряд расходится. 




































































По радикальному признаку Коши 
а)  
2 3









   












































1  =  
1е < 1 – ряд сходится; 
в)  
1 1





n n n n
n n
a n
   
      – ряд сходится; 
г)
n


































 = 4 > 1 – ряд расхо-
дится. 











n                                              
Решение:  























x .  





ln  ,  
























 Таким образом, исходный  ряд сходится. 




















При исследовании этого ряда применение радикального признака Ко-
ши не дает ответ на вопрос о сходимости ряда. Подбор других достаточ-
ных признаков не целесообразен, т. к. не выполняется необходимый при-





























































Таким образом, не выполнен необходимый  признак сходства ряда, 
следовательно, все другие исследования лишены смысла, и ряд расходится. 












































Исследуем ряды по интегральному признаку Коши: 
а) так как  f(n) = 
32 n
n
, то f(x) = 
12 x
x
. Данная функция непрерывна 
























 =  
b
lim    .4ln3ln
2
1 2 b  
 





 тоже расходится; 































































xf ,  т. е.   nfun  . 
Исследуем сходимость несобственного интеграла: 
 
 

































   
1
1 1 1




x x b b
 
 
             
 
 
1 3 1 1 3
lim ln ln ,




   
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т. е. несобственный интеграл сходится, а вместе с ним сходится и иссле-
































xf .                       
Исследуем несобственный  интеграл на сходимость: 
 





ln ln ln 1 ln 1
lim arctg ln
2 2ln 1ln 1 ln 1 a





   
     
     
   












































т. е. этот несобственный интеграл сходится, следовательно, и исходный  
ряд также сходится. 









                                                          
Решение:  




ln 2n n n


                                                                          





)(   в промежутке  ,2  удовлетворяет 






    (n = 2, 3, 4, …), 
то исследование сходимости вспомогательного ряда сводится к исследова-


























тельно, вспомогательный ряд  расходится. 
Теперь  найдем  предел  отношения соответствующих членов исходно-
го и вспомогательного рядов: 
 
   
2
2 2
3 1 3 ln2
lim / lim 3,
ln22 ln2 2 ln2n n
n n n
n nn n n n 
 





значит, исходный ряд также расходится. 
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В ответе указать число q , получаемое при применении признака Даламбе-
ра или признака Коши. 










         







 .  Вычислим предел 
 
 




( 1) 1 (2 )!! 2 2
lim lim lim 0 1.




n na n n
q
a n n n n

  
   
    
   
 
 
Следовательно, по признаку Даламбера вспомогательный ряд сходит-




a , т. е. имеет место исходное равенство. 
Ответ: .0q  













  с помощью 























,  следовательно, 











Задачи для самостоятельного решения 
 
 Установить сходимость или расходимость рядов, выбрав самостоя-
тельно для исследования в каждой задаче подходящий признак сходимости 
(расходимости) ряда: 
 















































































































































1. Сходится.  
2. Сходится.  
3. Расходится.  
4. Сходится.  
5. Сходится.  











3. Знакопеременные и знакочередующиеся ряды 
 
3.1. Абсолютно и условно сходящиеся ряды 
 
В предыдущих параграфах подробно рассмотрены ряды с положи-
тельными членами и доказаны для них достаточные признаки сходимости. 
Рассмотрим теперь ряды с членами произвольного знака. 
Пусть ряд   naaa 21  имеет как положительные, так и отри-
цательные члены. 
Примеры знакопеременных рядов: 














































Определение 1. Ряд называется абсолютно сходящимся, если сходит-
ся ряд   naaa 21 , составленный из абсолютных величин соот-
ветствующих членов ряда. 
Определение 2. Ряд 

1n
na  называется условно сходящимся, если он 
сходится, а ряд 

1n
na  расходится. 
 
Т е о р е м а .  Всякий абсолютно сходящийся ряд является сходя-
щимся. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим ряд 

1n




na , составленный из его модулей. 





n naa         naaaaaa n21 21  . 
 
Для его членов справедливо следующее неравенство: 
 
  nn aaa n 20  ,  ,....2,1n  
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n naa  сходится из признака сравнения как мажорируемый, сходя-
щимся рядом.  
Тогда исходный ряд 

1n


















Теорема формулирует достаточный признак сходимости произвольно-
го ряда. Абсолютная сходимость – требование более сильное, чем просто 
сходимость ряда. 













                                                       
Решение:  







. Следовательно, исходный ряд сходится абсолютно. 
 
 
3.2. Знакочередующийся ряд. Признак Лейбница 
 
Определение 1. Знакопеременный ряд  называется знакочередующим-














n aaaaaa ,                  (*) 
 
где a1, a2... – положительные числа. 
Знакочередующийся ряд, отличающийся от выражения (*) только зна-











n aaaaaa , 
 
может быть получен из него путем умножения на (–1). Поэтому он будет 
обладать всеми теми же свойствами, что и ряд (*). 
Для знакочередующихся рядов имеет место следующая теорема. 
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Т е о р е м а  1  (признак Лейбница). Если члены знакочередующегося 
ряда (*) удовлетворяют условиям: 






то ряд (*) сходится, а его сумма S  не превосходит первого члена,         
т. е. S  ≤ а1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим четную частичную сумму ряда (*): 
 
).(...)()( 21243212 nnn aaaaaaS    
 
Так как все выражения в скобках неотрицательны, то последователь-
ность четных частичных сумм  nS2  неубывающая. 
 Эта последовательность также ограничена сверху, т. к. 
 
.)(...)()( 121222543212 aaaaaaaaaS nnnn    
 
























Таким образом, сумма ряда (*) равна S  и не превосходит первого члена. 
 






























 и т. д. Все приведенные ряды схо-
дятся условно (ряды из модулей членов расходятся, а условия признака 
Лейбница выполняются).  
 
Определение 2. Ряд, удовлетворяющий условиям теоремы Лейбница 
называется рядом Лейбница. 
Следствие.  Остаток ряда Лейбница ...)()1( 21   nn
n
n aar  удов-
летворяет неравенству .1 nn ar  Другими словами, остаток знакочере-
дующегося ряда по модулю не превосходит первый свой член (или первый 
отброшенный член ряда). 












nk aaaaa   
 
Этот ряд только знаком отличается от остатка nr  ряда (*) и (по призна-
ку Лейбница) не превосходит своего первого члена .1na  
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При этом сумма ряда Лейбница не превосходит модуля первого члена: 
1aS  . Это исключительно важный для приложений вывод. И если сейчас 
нас интересует в основном вопрос о сходимости ряда, но при решении прак-
тических задач вслед за вопросом о сходимости ряда встает вопрос о нахо-
ждении его суммы. Для знакочередующихся рядов главным инструментов 
решения этой задачи будет доказанное выше следствие. 
Ранее отмечалось, что в сходящихся знакоположительных рядах можно 
произвольным образом переставлять и группировать члены. В знакоперемен-
ных рядах, если они абсолютно сходятся, это свойство сохраняется. Для ус-
ловно сходящихся рядов дело обстоит иначе. Здесь группировка, перестанов-
ка членов ряда может нарушить сходимость ряда. Например, если из знако-
чередующегося условно сходящегося ряда выделить положительные члены, 
то полученный ряд может расходиться. Следует иметь в виду это обстоятель-
ство и с условно сходящимися рядами обращаться с большой осторожно-
стью. Для условно сходящихся рядов справедлива следующая теорема. 
Т е о р е м а  2  (Римана). Изменяя порядок членов в условно сходя-
щемся ряде, можно сделать его сумму равной любому наперед задан-
ному числу и даже сделать ряд расходящимся. 
Без доказательства.  












 провести перестановку членов, то 





1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1






                 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1
2 4 3 6 8 5 10 12 2 4 6 8 10
     
                     
     
   
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 .
2 2 3 4 5 6 7 8 9
 




Итак, сумма рассматриваемого ряда уменьшилась вдвое. Это происхо-
дит потому, что при условной сходимости осуществляется взаимное пога-
шение положительных и отрицательных членов и, следовательно, сумма 
ряда зависит от порядка расположения членов, а при абсолютной сходимо-
сти ряда этого не происходило. 
Вернемся к произвольным знакопеременным рядам. Учитывая соот-
ношения между сходимостью, условной сходимостью и абсолютной схо-
димостью рядов, заметим, что при исследовании знакопеременных рядов 
на сходимость следует придерживаться нижеследующего плана. 
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1. Исследовать ряд на абсолютную сходимость, используя все доста-
точные признаки сходимости для знакоположительных рядов, изучен-
ные в п. 2. 
 Возможные случаи: 
а) если ряд 

1n
na  сходится, то ряд 

1n
na сходится абсолютно, и иссле-
дование завершается; 
б) если ряд 

1n
na  расходится вследствие невыполнения необходимого 








и исследование завершается; 
в)  если ряд 

1n
na  расходится, но необходимый признак сходимости 




a ), то переходим к п. 2. 
2. Исследовать ряд на условную сходимость. Если при этом ряд явля-
ется знакочередующимся, то при условии монотонного стремления к нулю 
последовательности  na  можно использовать признак Лейбница.  






















n n  
из абсолютных величин членов этого ряда – расходящийся 











 сходится по признаку Лейбница. 
Следовательно, исходный ряд сходится условно. 














 .                                                     
Решение:  






.       
















  расходится, а потому абсолютной сходимости данного ряда нет; 
б) для исследования на условную сходимость воспользуемся признаком 
Лейбница: 


















т. е. при      




















Следовательно, по признаку Лейбница ряд сходится, притом сходится 
условно. 











.                                                     








, составленный из модулей членов данного ряда, расходится 






 = 2. 
Условия теоремы Лейбница для данного знакочередующегося ряда не 






 =   ). Отсюда следует, что данный знакочередующийся 
ряд расходящийся. 
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3.3. Оценка суммы знакочередующегося ряда 
 
Часто, когда вычислить точную сумму ряда не представляется воз-
можным, ограничиваются приближенным вычислением этой суммы. Для 
приближенного вычисления суммы S ряда 

1n
na с заданной точностью 0  
находят его частичную сумму nS  с таким номером n, для которого модуль 










где Nn  таково, что . nn rSS  
Для экономии вычислений номер n  при этом стараются выбрать ми-
нимально возможным. 
Наиболее просто оцениваются суммы знакочередующих рядов. Если 
такой ряд удовлетворяет условию признака Лейбница, то по следствию из 
этой теоремы абсолютная погрешность суммы ряда, вычисленной прибли-
женно с помощью некоторой n-частичной суммы, не превышает модуля 
первого отброшенного члена ряда: 
 
.1 nnn arSS  
 
Поэтому для обеспечения заданной точности достаточно найти такой 
номер n, чтобы .1 na  
 











 и вычислить 
приближенное значение его суммы с точностью 0,01.                                                     








 , составленный из модулей членов данного ряда, сходится 









Вычислим теперь приближенно сумму исходного ряда. Для этого надо 
найти такой наименший номерn N , при котором для исследуемого ряда 
будет выполняться неравенство 
 




























Поскольку исследуемый ряд является знакочередующимся и удовле-













arSS nnn . 
Следовательно, достаточно найти минимальное число Nn , для кото-






Имеем ;1001)1( 3 n    ;991 3n    .6,31993 n  Таким образом, 



























Можно, конечно, поступить и прямолинейно, вычисляя каждый член 
ряда и оценивая его погрешность: 
 
500,01 1  Sn ,         ;01,01 S  
111,02 2  Sn ,           ;01,02 S  
036,03 3  Sn ,        ;01,03 S  
015,04 4  Sn ,          ;01,04 S  
008,05 5  Sn ,          ;01,05 S     
 





1. Дайте определение абсолютно сходящегося ряда. 
2. Что можно сказать о сходимости абсолютно сходящегося ряда? Вер-
но ли обратное утверждение? Приведите примеры. 
3. Дайте определение условно сходящегося ряда. 
4. Какой ряд называется знакочередующимся? 
5. Сформулируйте признак Лейбница сходимости знакочередующихся 
рядов. 
6. Сформулируйте следствие из признака Лейбница по оценке суммы и 





















                                                       
Решение:  
Ряд из абсолютных величин членов этого ряда сходится, т. к. 
 
 






lim / lim 0 1.
2 ! 1 ! 2n n
n nn
n n n n 
  
   




Следовательно, исходный ряд сходится абсолютно. 












.                                                             
Решение:  














, следовательно, (по теореме 






, составленный из абсолютных величин членов данного ряда, 





 в результате умножения всех его 
членов на 1/2. Гармонический ряд расходится, значит, указанный ряд так-
же расходится. 
Таким образом, исходный ряд сходится условно (неабсолютно). 















































ся как обобщенный гармонический ряд с показателем   =  2 > 1. Следова-
тельно, сходится и данный ряд, причем абсолютно; 














 =  5. 
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Условия теоремы Лейбница для данного знакочередующегося ряда не 






 =  ). Отсюда следует, что данный знакочередующийся 
ряд расходящийся; 














n   при   n , следовательно,  ряд сходится. 










,  составленный из абсолютных величин членов исходного 
ряда. 





,  не ра-






Применим интегральный признак Коши. 













xf  при  nx  , которая удовлетворяет необходимым 
требованиям для  
3
1
x .  Вычислим интеграл: 
 

















































т. е. интеграл сходится и, следовательно, исследуемый ряд сходится абсо-
лютно. 







.              
Решение:  
Так как функция синус знакопеременная, то и данный ряд знакопере-




































Таким образом, данный ряд сходится абсолютно. 









.     
Решение:   















 По признакам сравнения (с учетом того, что для )ln1 nnn   



























Таким образом, у исходного ряда нет абсолютной сходимости. 
Исследуем условную сходимость исходного ряда, для чего проверяем 























 что и означает монотонное убывание последова-
тельности. 
Таким образом, исходный ряд сходится, и сходится условно. 










      
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Решение:   
а) Исследуем его на абсолютную сходимость, для этого рассмотрим 













1 tg tg ,
п




   
 
1 1
т. к. tg при ,n
n n n n




n n nn n
 
 
    сходится, а  дан-
ный ряд сходится абсолютно. 










.     
Решение:   










a . Этот ряд расхо-
дится по второму признаку сравнения. Поэтому исследуем его сходимость, 
используя достаточные признаки условной сходимости.  










































 из которых пер-
вый сходится по признаку Лейбница, а второй расходится. Следовательно, 
расходится и данный ряд. 










.     
Решение:   
Общий член не стремится к нулю. Следовательно, ряд расходится. 















.     
Решение:  


















































Ряд из абсолютных величин сходится, следовательно, исходный ряд 
сходится абсолютно. 












     
Решение:  
Начнем исследование с выяснения абсолютной сходимости ряда,        










a . Этот ряд расходится по 
второму признаку сравнения.  
К исходному ряду применим признак Лейбница.  



















































 сходится условно. 


















     
Решение:  
Начнем исследование с выяснения абсолютной сходимости ряда, 



















a . Этот ряд расходится по второ-
му признаку сравнения.  
Применяя признак Лейбница, предварительно проверив монотонность 











































 т. е. ряд сходится условно. 
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 с точностью 
.001,0  








, составленный из модулей членов данного ряда, схо-







n n  
Данный ряд типа Лейбница, т. к.:  
1) он знакочередующийся; 

































Если в качестве суммы исходного ряда взять сумму первых n – 1 чле-


























a  то   







































.228,02283,00009,00038,00246,02500,0   
















  с точностью   
до 310 . 
Решение:  







Данный ряд типа Лейбница, т. к.:  
1) он знакочередующийся; 
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Тогда модуль n-го остатка ряда не превосходит модуля первого члена 






















































































;     .10 3na  
 
Тогда  
S ≈ –0,0055 + 0,0023 – 0,0012 ≈ –0,0044 ≈ –0,004. 
 




Задачи для самостоятельного решения 
 
Установить сходимость или расходимость рядов, выбрав самостоя-













































































































































1. Сходится абсолютно.  
2. Расходится.  
3. Сходится абсолютно.  
4. Сходится условно.  
5. Сходится условно.  
6. Сходится условно.  
7. Сходится абсолютно.  
8. Расходится.  
9. Сходится условно.  


















Глава 2. Функциональные ряды 
 
4. Общие понятия 
 









nn DxxUxUxUxU  
называется  функциональным рядом. 





























































n xU  ...)(...)()( 00201  xUxUxU n  
 
Этот ряд может быть сходящимся или расходящимся. Так, первый из 
рассмотренных примеров – геометрическая прогрессия со знаменателем х, 
этот ряд сходится, например, при х = 1/2 и расходится при х = 2. 
Практическую ценность представляют только сходящиеся ряды, по-
этому важно определить те значения х, при которых функциональный ряд 
становится сходящимся числовым рядом. 







 сходится, то 
говорят, что функциональный ряд сходится в точке x0, и точку x0  называют 
точкой сходимости. 
Определение 3. Если функциональный ряд сходится в каждой точке  
DEx  , то  этот ряд называется сходящимся на множестве Е, а множе-
ство Е называется областью сходимости ряда. 
Если множество Е  пусто, то функциональный ряд расходится в каж-
дой точке множества D . 
 





































Следовательно, областью сходимости исходного ряда является вся чи-
словая ось R . Заметим, однако, что хотя все члены ряда непрерывны на  
R , сумма ряда )(xS  разрывна при 0x . 





n xU , то 
функциональный ряд называется абсолютно сходящимся на множестве 
Е1. 
Так как из абсолютной сходимости ряда в точке следует его сходи-
мость, то .1 EЕ   







21 )()(...)()(  
называется частичной суммой функционального ряда, а определенная        
в области D  функция  )(lim xSS n
n 
  – его суммой. 
Определение 5.  Функция  )(xrn , определенная в области E  и задавае-





k xU , называется п-м остатком ряда. 
 Определение 6. Сходимость функционального ряда в каждой точке 
Dx  называется поточечной сходимостью. 
 
 Замечание. Для нахождения области сходимости функционального ряда исполь-





      1lim limn n n
n nn
u x




    ; 
2) решаем неравенство ρ(x) < 1; на множестве его решений ряд сходится абсо-
лютно (на множестве решений неравенства ρ(x) > 1 ряд расходится); 
3) находим множество корней уравнения ρ(x) = 1. Пусть это будут числа , 1,ix i k ; 







  и исследуем их на 
сходимость (абсолютную и условную); 
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5) объединение множеств решений неравенства ρ(x) < 1 и тех чисел xi, при кото-
рых соответствующие числовые ряды сходятся, и будет областью сходимости функ-
ционального ряда. 
 









































































Решая полученные неравенства, заключаем, что ряд абсолютно схо-
дится при 0x  и расходится при 0x . 








, т. е. при 0x . Ис-












торый сходится условно по признаку Лейбница. 
Итак, область сходимости исходного ряда есть луч  ;0 , а область 
абсолютной сходимости – луч (0; +).  
 
 
5. Равномерная сходимость функционального ряда 
 





n xU  называется равномерно 
сходящимся к функции )(xS  в области E , если 0   ExN  :)(  
 
 )()()( xSxSxr nn    )( Nn . 
 
Равномерной сходимости можно дать простое геометрическое истол-
кование. Если в промежутке E  построить графики  )(xSy                     
и  )(xSy , то равномерная сходимость функционального ряда к сумме 
)(xS  означает, что все графики частичных сумм ( )ky S x  этого ряда, на-
чиная с некоторого )(N , будут расположены между кривыми  )(xSy  












сходится, и для всех x E  и n = 1, 2, … выполняется неравенство  







  сходится абсолютно и равномерно на 
множестве Е. 
Без доказательства.  
 
Замечания: 1. Процедура подбора числового ряда, отвечающего условиям при-
знака Вейрштрасса, обычно называется мажорированием, а сам этот ряд – мажоран-
той для данного функционального ряда. 
2. Мажорируемость функционального ряда в области Е является достаточным ус-
ловием его равномерной сходимости. Можно показать, что оно не является необходи-
мым. 
3. Мажорируемость функционального ряда в области Е является достаточным ус-
ловием абсолютной сходимости ряда в этой области. Действительно, из оценки 
1 1 1
| ( ) | | ( ) | | ( ) |n k k k
k n k n k n
r x U x U x a
  
     
        следует неравенство 
1





   
0( )n n   x E  , т. е. остаток ряда 
1





  стремится к нулю при любом x E , что 
и является достаточным условием его абсолютной сходимости в области E . 
 



















xR,  > 1 равномерно сходятся  на всей числовой прямой. 
Решение:  
Для данных функциональных рядов существует на R общий мажо-







 , который является сходящимся при  > 1. 
Таким образом, согласно признаку Вейерштрасса, функциональные 
ряды сходятся равномерно на R . 
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6. Свойства равномерно сходящихся рядов 
 
Приведем без доказательства некоторые теоремы о свойствах равно-
мерно сходящихся функциональных рядов. 
 
Т е о р е м а  1  (о непрерывности суммы функционального ряда). Если 
на множестве E  функциональный ряд с непрерывными членами схо-
дится равномерно, то его сумма )(xS  непрерывна на Е. 
Т е о р е м а  2  (о почленном интегрировании функционального ряда). 







  непрерывны на отрезке 
 ,a b  и ряд сходится на  ,a b  равномерно к функции ( )S x , то инте-
грал от суммы ряда, взятый по отрезку  ,a b , равен сумме ряда, полу-
ченного почленным интегрированием: 
 
1 1
( ) ( ) ( ) .
b b b
n n
n na a a




    
    
   
 
 
Теорема 3 (о почленном дифференцировании функционального ряда). 







  непрерывно дифферен-
цируемы на отрезке  ,a b  и ряд сходится на отрезке  ,a b  к функции  







  сходится равномерно на этом отрезке, то исход-
ный ряд сходится равномерно на  ,a b , а его сумма ( )S x  находится по 
формуле 
1
( ) ( ).k
k
















Очевидно, что ряд 

1n











nxn , полученный из него почленным дифференцированием, схо-
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дится равномерно при 1 qx  по признаку Вейерштрасса, т. к. он мажо-







nqn , сходящимся по признаку Даламбера. 





































  для ).1;1(x  
 
 
7.  Степенные ряды  
 
7.1. Определение. Радиус и круг сходимости степенного ряда 
 








n ya , где   и        
аn (n = 0, 1, 2, ) – действительные числа, y – действительное переменное, 
называют степенными рядами, а числа аn – коэффициентом степенного ряда. 







исследование сходимости которого эквивалентно исследованию сходимо-
сти  исходного ряда. Поэтому в дальнейшем ограничимся рассмотрением 
рядов последнего вида. 
Заметим, что всякий степенной ряд сходится в точке x = 0, а его сумма 
S(0) = а0. При 0x  степенной ряд может как сходиться, так и расходиться. 
 
Т е о р е м а  (1-я теорема Абеля).  Если данный степенной ряд схо-
дится при х = х0, то при любом x:  |x| < |x0|  этот ряд сходится абсолют-
но. Если же ряд  расходится при х = х0, то он расходится при любом x:  
|x| > |x0|. 












этому n  существует константа с > 0: cxa
n




















 при |x| < |x0|   
сходится, т. к. является суммой бесконечно убывающей геометрической 
прогрессии. Значит, степенной ряд  при |x| < |x0|  абсолютно сходится.  
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Если же степенной ряд расходится при  х = х0, то он не может сходить-
ся при   |x| > |x0| , т. к. из ранее доказанного при этом следовало бы, что он 
сходится и в точке х0. 
Таким образом, если найти наибольшее из чисел х0 > 0 таких, что сте-
пенной ряд сходится при  х = х0, то областью сходимости данного ряда, как 
следует из теоремы Абеля, будет интервал (–х0 , х0), возможно, включаю-
щий одну или обе границы. 
Определение 2. Число R ≥ 0 называется радиусом сходимости степен-
ного ряда, если Rxx  |:|  этот ряд сходится, а Rxx  |:|  расходится.  Ин-




Если степенной ряд сходится только в точке 0x , то ;0R  если же 
степенной ряд сходится для всех Rx , то .R  
Область сходимости произвольного степенного ряда будем находить 
по  следующей схеме:  
а) определяем радиус сходимости степенного ряда R по признакам Да-
ламбера или Коши. Тогда ряд сходится абсолютно в открытом промежутке   
(–R, R);  
б) проверяем поведение ряда в граничных точках найденного интерва-
ла сходимости. 
 









использовать формулы Даламбера и Коши – Адамара, получаемые следующим обра-
зом.  
 



























































R  –   
формула Даламбера. 
2.Формула Коши – Адамара. Используя радикальный признак Коши 
и рассуждая аналогичным образом, получим, что можно задать область 










при условии существования этого предела, и, соответствен-









   –   
формула Коши – Адамара. 
 








































, т. е. .10R  Значит, дан-
ный ряд сходится при значениях х, удовлетворяющих неравенству 10x  
или 10 10;x    
б) исследуем теперь поведение ряда на концах промежутка. 












 Это гармонический 
ряд, который расходится.  











который сходится условно по признаку Лейбница.   
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Таким образом, данный степенной ряд сходится при всех значениях х, 
удовлетворяющих неравенствам 1010  x  и его интервал сходимости 
представляет собой полузамкнутый интервал  10, 10) . 





















1 , 0,| ( 1)! |
lim | | lim( 1)










   

 Следова-
тельно, ряд сходится только при х = 0, и радиус сходимости  R = 0; 







 сходится при любом х, т. е. .R  








n ya  нахождение радиуса сходи-
мости производится аналогично: 
1) определяем радиус сходимости степенного ряда R по признакам  
Даламбера или Коши. Тогда ряд сходится абсолютно в открытом проме-
жутке  RR  , ;  
2) проверяем поведение ряда в граничных точках найденного интерва-































R , т. е. интервал сходимости  
,535  x  откуда .82  x  
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Таким образом, область сходимости ряда есть полуинтервал ).8;2[  
 
 
7.2. Свойства степенных рядов 
 





Т е о р е м а  1 (2-я теорема Абеля).  Если R – радиус сходимости сте-
пенного ряда и этот ряд сходится при x = R,  то он равномерно сходит-
ся на интервале (–R, R). 









na  сходится по 1-й теореме Абеля. Следовательно, степенной ряд 
по признаку Вейерштрасса равномерно сходится в интервале [–ρ, ρ]. Из 
выбора ρ следует, что интервал равномерной сходимости – (–R, R), что и 
требовалось доказать. 
С л е д с т в и я :  1. На всяком отрезке, целиком лежащем внутри интер-
вала сходимости, сумма степенного ряда есть непрерывная функция. 
2. Если пределы интегрирования α, β лежат внутри интервала сходи-
мости степенного ряда, то интеграл от суммы ряда равен сумме интегралов 













n dxxadxxs  
 
Т е о р е м а  2 .  Если степенной ряд имеет интервал сходимости       
(–R, R) 0( )R  , то на этом интервале его можно почленно дифференци-










   
Без доказательства.   
Т е о р е м а  3 .  Если степенной ряд имеет интервал сходимости       
(–R, R), то на этом интервале можно почленно интегрировать любое 
число раз. 
Без доказательства.   
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  1x . 
Решение:  

















при  1x .  






















при  1x . 















 при  1x . 
Решение:  








nnnn xxxx                   (*) 
 
получаемый из исходного почленным дифференцированием. Так как чле-
ны этого ряда представляют собой геометрическую прогрессию со знаме-






  при .1x   
Интегрируя (*) почленно на отрезке  при  1x ,  получаем 
 




































































1. Дайте понятие функционального ряда, его области определения и об-
ласти сходимости. 
2. Сформулируйте алгоритм нахождения области сходимости функцио-
нального ряда. 
3. Дайте определение равномерной сходимости функционального ряда. 
4. Сформулируйте признак Вейерштрасса и следствие из него равномер-
ной сходимости функционального ряда. 
5. Сформулируйте теоремы о свойствах равномерно сходящихся функ-
циональных рядов. 
6. Дайте понятие степенного ряда, его области определения и области 
сходимости. 
7. Сформулируйте алгоритм нахождения области сходимости степенного 
ряда. 
8. Запишите формулы Даламбера и Коши – Адамара для нахождения ра-
диуса сходимости степенного ряда. 





















                      
Решение:   
Члены данного ряда определены для всех значений х. Пользуясь при-






































 является интервал (–2;2). 
Исследуем сходимость ряда на границах: при х = –2 и при х = 2. 














 расходится, т. к. не выполнено 
необходимое условие сходимости. Тот же результат получим при х = 2. 
Следовательно, областью сходимости ряда является интервал (–2,2). 
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то ряд сходится абсолютно при  22 x ,  т. е. в интервале )2;2(x . 








рый расходится в силу невыполнения необходимого признака сходимости. 
Итак, радиус сходимости исходного ряда R  = 2 . 
Этот же результат можно получить и из формулы Даламбера, если 




























































 сходится, если 
2
2x
<1, т. е. при |x| < 2  и 
расходится при |x|> 2 .  
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Решение:  












n   





































                     
 
то ряд сходится абсолютно при   x2  < 1 ,  т. е. в интервале (–1,1). 










 расходится, т. к. общий 
член этого ряда не стремится к нулю при .n  
Таким образом, областью сходимости исходного ряда является интер-
вал (–1; 1), притом сходимость всюду абсолютная. 
Этот же результат можно получить и из формулы Даламбера, если 
































Интервал сходимости можно найти, применяя признак Даламбера или 


















































































Исследуем сходимость ряда на концах промежутка. 







. Он сходится и притом абсо-




















. Он сходится и притом 
абсолютно, т. к. сходится ряд из абсолютных величин его членов. 
Окончательно получим, что область сходимости исследуемого ряда 
отрезок [2; 4]. 
Интервал сходимости исходного ряда можно было бы найти, применяя 
























































  при 1a . 
Решение:  
Члены данного степенного ряда определены для всех значений  х. 











































что означает, что ряд сходится на всей оси  х. 
 

















Для определения радиуса сходимости этого ряда целесообразно при-
менить признак сходимости Даламбера. Однако этот признак, как и многие 
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другие, может применяться только к положительному ряду, поэтому вы-






































4 4 4( )
lim lim / 1






x x xU x




   




Следовательно, 33|4|  Rx . Мы нашли радиус сходимости        
R = 3 и интервал сходимости 173433|4|  xxx .  
Исследуем поведение ряда на концах интервала: 
2 2 2
1 1 1
( 7 4) ( 1) 3 1










   




– ряд сходится; 
2 2
1 1
















– ряд сходится абсолютно.  
Область сходимости – интервал [–7; –1]. 







nn x .  
Решение:  







nn x . 








xU lim)(lim n nn x 2|5|3
n














, т. е. расходится. 



































































откуда Rx  3|2| . 










 и сходится условно. 






 и расходится. 




Задачи для самостоятельного решения 
 




























































































1)   x :  2)  79  x ;  3)  11  x ;  4)  33  x ;     





Выполните задания 10, 11 из приложения. 
 
 75 
8. Ряды Тейлора 
   
До сих пор, изучая степенные ряды, мы интересовались областью схо-
димости степенных рядов и изучением свойств суммы степенных рядов. 
Теперь поставим обратную задачу: найти степенной ряд, суммой кото-
рого является данная функция. 











n axxaxf  
 
называется ее разложением в степенной ряд. 
    
Т е о р е м а  1 .  Если функция ( )f x  раскладывается в некоторой 











  т. е. справед-
лива формула 
















  .                               



















Примем х = х0, тогда  f
(m)
(x0) = m!am, что и требовалось доказать. 
С л е д с т в и е . Если в некоторой окрестности заданной точки функция 
раскладывается в степенной ряд, то это разложение единственно. 
Действительно, из теоремы следует, что коэффициенты степенного 
ряда могут иметь только вид, задаваемый полученной формулой. 
Определение 2. Пусть функция  )(xf определена в некоторой  окрест-





































xf – разложением функции в ряд Тейлора. 
 
Определение 3.  Если  при  разложении  в ряд Тейлора принимается         















xf называется рядом Маклорена. 
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Исследуем теперь условия разложимости функции )(xf в ряд Тейлора. 
Чтобы исследовать этот вопрос, напишем формулу Тейлора для функции 

















                    
которая справедлива при любом n = 0,1,2,  В этой формуле rn(x) назовем 
остаточным членом формулы Тейлора для функции  f  в точке x0.  















, получим выражение для :nr   )()( xSxfrn  . 




, то, согласно определению сходимости 


















Т е о р е м а  2. Пусть функция  f(x) определена и непрерывна вместе 
со всеми своими производными до порядка (n + 1) на интервале (x0 – R,          
x0 + R), R > 0.  Тогда  остаточный  член  ( )nr x  в формуле Тейлора для 
всех x(x0 – R, x0 + R) можно записать в следующих трех видах: 








r x x t f t dt
n


















, где 0( ; )x x  – остаточный член в фор-
ме Лагранжа; 
 
    










f x x x




   , где 0 < θ < 1 – оста-
точный член в форме Коши.      
Б е з  д о к а з а т е л ь с т в а .  
 
Т е о р е м а  3 . Для того чтобы бесконечно дифференцируемая в ок-
рестности точки  0x  функция  f(x)  разлагалась в ряд Тейлора в окре-
стности этой точки, необходимо и достаточно, чтобы 
0 0lim ( ) 0 ( ; ).n
n
r x x x R x R

      
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если ряд Тейлора сходится к )()( xfxS  , то     
из равенств )()()( xSxfxr nn    и  )()( xSxSR nn   следует, что  
)()( xRxr nn  . Если же )()( xfxS  , то, очевидно,  )()( xRxr nn  . 
Т е о р е м а  4  (достаточное условие разложения функции в степенной 
ряд). Если функция f  и все ее производные ограничены в совокупно-
сти на интервале (x0 – R, x0 + R), т. е. существует такая постоянная       
M > 0, что выполняется неравенство |f(n)(x)|  M для всех x(x0 – R,         
x0 + R) и всех n = 0, 1, 2, , то функция f  представляется сходящимся в 
каждой точке интервала (x0 – R, x0 + R) рядом Тейлора. 
Без доказательства.  
 
 
9. Разложение элементарных функций в ряд Маклорена 
 
Найдем разложение основных элементарных функций в ряд Маклоре-

















При этом применим прием непосредственного разложения функции f  
в ряд Маклорена, который состоит в следующем: 
а) формально составляем ряд Маклорена для функции f(x), с этой це-
лью вычисляем производные всех порядков функции f(x) в точке x = 0 и 
подставляем в разложение: 
 
   

























б) находим область сходимости полученного ряда:  х  Е; 
в) выясним, для каких значений x из области сходимости полученный 
ряд сходится к данной функции, для чего оцениваем остаточный член и 







9.1. Показательная функция 
 
Так как для функции xexf )(  справедливы соотношения 
  
  ,10 f       10 f ,  …     10 nf    nN, 
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 т. е. полученный 






































В силу того, что функция  xexf )(  монотонно возрастает по мере 







































 в силу необходимого признака схо-






сходится к функции xe  на всей 
числовой прямой R. 
























x ).;( x  
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 , находим разложение в ряд Маклорена гиперболического ко-





























Радиус сходимости каждого из полученных рядов R = +. 
 
 
9.2. Тригонометрические функции 
 
1) Если f(x) = sin x, то с учетом того, что ( )( ) sin
2





при 0x :  ( )
1
0, если 2 ,
(0)









       nN. 

















































т. е. полученный ряд сходится на всей числовой оси; в силу необходимого 











































, где  );0( x . 
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 n , 

)(lim xrn











  в силу необходимого признака сходимости ряда. 
Следовательно, полученный ряд сходится к функции f(x) = sin x на всей чи-
словой прямой R. 































, ( ; );x    
 
2) пусть xxf cos)(  . Из равенства   xx sinсos , используя теорему   






























x   ).;( x            
 
 
9.3. Степенная функция 
 
Пусть  )1()( xxf .  










Если n , где nN, то f(x) – многочлен степени n, который можно 
















 , и разложение в ряд Маклорена можно 



















Покажем, что если N  и  0 , то функция  )1()( xxf  пред-










α xCxxf ,  где  0α α
α( 1) ( ( 1))
1
!
n ... nC , C
n
    
  . 
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Действительно, легко заметить, что n-ая  производная для  всех 
);( x ,  1x , имеет вид 
 
,)1))(1()...(1()()( nn xnxf   nN. 
 
(В точке 1x  n-я производная функции не существует, если n ). 
Следовательно, ряд Маклорена функции  )1()( xxf  при N и 














Заметим, что ряд Маклорена для 0  и n  является частным 
случаем этого ряда, поскольку при 0  все коэффициенты этого ряда 
равны нулю, а при n  эти коэффициенты равны нулю, начиная с номера 
.1n  
Найдем область сходимости полученного ряда по признаку Даламбера. 


























1( 1)...( 1)( 1)! ( 1)
lim lim .




n n x n x
x
nn n n x

 
       
  
          
 
 
Таким образом, ряд Маклорена функции  )1()( xxf  при 1x  аб-
солютно сходится, а при 1x  расходится. 
















2( 1) ( 1)...( 1)1 ... ..., ( 1,1).
2! !
nnx x x x
n
        
         
 
Отметим важные частные случаи полученного разложения: 




( 1) 1 ... ( 1) ...,
1
n n n n
n




         













      







   2 3
1 1 1 3
1 1 ...;
2 2 4 2 4 6
x x x x

     
  




   2 3
1 1 1 3 1 3 5
1 ...;









9.4. Логарифмическая функция 
 
Пусть )1ln()(  xxf . Функция определена на интервале (–1,+). 












)( . Учтем при этом, что справедливо сле-



























     
  
   
1 1
0 0 00 0
( 1) ( 1)
( 1) , ( 1;1).
1 1






   
  
 
     
 
    
 
В точке 1x  данная формула неверна (в этой точке и сама функция 
)1ln()(  xxf  не определена), и ряд расходится, поскольку является гар-
моническим. 
В точке 1x  полученная формула справедлива. Действительно, функ-
ция )1ln()(  xxf  в этой точке определена и равна 2ln , а ряд Маклорена 
при 1x  представляет собой сходящийся условно в силу признака Лейб-
ница ряд. 































9.5. Обратные тригонометрические функции 
 



















































x ,  ]1;1[x . 
 
(При 1x  полученный ряд сходится по признаку Лейбница). 






   
 
 









sinarc .  
Разложим подынтегральную функцию в биноминальный ряд при 
2
1










































2 3 2 2! 5
x x x



















    

 




10. Методы разложение функций в ряд Тейлора  
 
В предыдущем параграфе мы установили пять стандартных разложе-
ний с использованием метода непосредственного разложения, который за-
частую приводит к громоздким и трудоемким вычисления. 
Укажем теперь другие методы, которые помогают избегать указанные 
трудности, используя некоторые вспомогательные приемы. Проиллюстри-
руем их применение на конкретных примерах. 
 
 
10.1. Метод, использующий формулу суммы 
бесконечно убывающей геометрической прогрессии 
 









































10.2. Метод подстановки 
 
П р и м е р . Разложить в ряд Тейлора по степеням 4x  функцию 





sin 2 sin 2( / 4) cos2 2 cos
/ 4
x t
x t t t u u
x t
  






































10.3. Метод интегрирования 
 










Решение:   





































































10.4. Метод дифференцирования 
 









Решение:   





































































1. Сформулируйте определение разложения функции в ряд Тейлора и      
в ряд Маклорена. 
2. Запишите остаточный член формулы Тейлора в интегральной форме,    
в форме Лагранжа и Коши. 
3. Сформулируйте необходимое и достаточное условия разложения 
функции в ряд Тейлора. 
4. Укажите ряды Маклорена для функций ex, sinx, cosx, ln(1+x), (1+x), а также 
интервалы, в которых указанные функции разлагаются в ряды Маклорена. 




П р и м е р  1. Разложить в ряд Маклорена следующие функции: а) ,xe   
б) .
2xe  













а)   e x  
0
( ) 1
1 ... ... ;






























Ряды сходятся к данной функции при всех значениях х. 
П р и м е р  2. Разложить функции x2sin   и  x2sin  в ряд Маклорена. 
Решение:   
а)   
3 5 2 1
12 (2 ) (2 ) (2 )sin(2 ) ... ( 1) ...
1! 3! 5! (2 1)!
n
nx x x xx
n






















б)  xx 2cos1
2
1
















































Ряды сходятся к данной функции при всех значениях х. 
Пример 3. Разложить в ряд Маклорена функцию f(x) и найти радиус 









































радиус сходимости которого равен 1; 
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 R = 1. 
 







xf  в ряд Маклорена. 
















































































































xf   ...)1(...1
4












































xf  при 
)1;1(x . 
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П р и м е р  5.  Разложить функцию     38ln xxf   в ряд Маклорена.
  
Решение:  



















u  , имеем 






































  или  2x . 
 











Решение:   
Как известно, этот интеграл «неберущийся», т. е. его нельзя выразить 
через элементарные функции. Для нахождения данного интеграла восполь-
зуемся разложением синуса  и проинтегрируем ряд почленно: 
 














































































ln ,   в) 3 8x . 
Решение:  









ln   запишем 
 





































































  1x ;  
 
б) данную функцию представим в виде 
 




























































x    при  11  x , 





























     
   
 
Используем разложение (1 )x   в ряд Маклорена: 
 













xx , )1;1(x . 
 
В этом равенстве положим 
3
1








1 2 1 2 5
1 3 3 3 3 3
2 1 2(1 ...
8 3 8 2! 8 3! 8
x x x x
    
      
                    










   
     








1 2 1 2 5
2 1 2(1 ...
8 24 2! 24 3! 24
x x
x x
   
       
  
 







      ,  8 8x   . 
 




 в ряд Маклорена. 
Решение:   

































































 1x , 







































 в ряд Маклорена. 
Решение:   












































































































































































  по степеням  х. 
Решение:   
Данную дробь разложим на простейшие: 
 
 
2 2 3 3
1 1 1 1
(1 )
1 (1 )(1 ) 1 1
x x
x
x x x x x x x
 
    
      
 3 3 3 1
0 0 0
(1 ) ( ) .n n n
n n n





















 истолковать как 
сумму геометрической прогрессии. 









xf  по степеням  х. 


































































R = 2. 
 
П р и м е р  12. Разложить в ряд Маклорена функцию 2ln(1 )y x x   .  
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Решение:  
Функция )1ln( 2xxy   определена на всей числовой прямой, т. к.   












)1ln(   при –1 < t < 1. 






























, если –1 < x  1. 










Решение:   



























































































































б) очевидно, что полученный ряд сходится при ,11  x  т. к. он со-
ставлен из двух рядов, каждый из которых сходится в промежутке 























































Особыми точками функции  f  будут точки x1 = 5 и x2 = –1. Расстояния 
точки x0 = 3 до особых точек будут соответственно равны 2 и 4. Значит,     
в интервале (1;5) функция  f  разлагается в ряд Тейлора по степеням (x–3), 
причем в концевых точках интервала сходимости (1;5) указанный ряд бу-












1)1(   



































































































































































   
 
  – 
искомый ряд с областью сходимости (1;5). 
 









а) Произведем над заданной функцией тождественные преобразования 
такие, чтобы под знаком функции получить выражение (х – 2): 
 
sin sin ( 2 2) sin ( 2) cos ( 2).
4 4 4 2 4
x x x x
     




































































































   

    
следовательно, 2 , откуда .x x        





































П р и м е р  16. Найти 5 членов разложения в ряд Тейлора в окрестно-
сти точки x0 = 0
π
6
x   функции f(x) = ctg x, а также интервал сходимости 
данного ряда. 
Решение:  





















































    
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   















     























ctg 3 4 4 3 ...
6 6 3 6 3 6
x x x x x
          
                








y   
Решение:  
Произведем тождественные преобразования функции 
x
1
 такие, чтобы 
при разложении можно было воспользоваться известным разложением: 
 
2 31 1 ... ( 1) ... ( 1) ... ( 1 1);
1
n n n nx x x x x x
x





1 1 ( 3) ( 3) ( 3) ( 3)
... ( 1) ...




x x x x
x
   
       
   
 
 





























Задачи для самостоятельного решения 
 
1. Разложить в ряд Маклорена по степеням  х следующие функции: 
2
3






























2г) ( ) ln( 3 2);f x x x        
1





2. Применяя дифференцирование, разложить заданные функции в ряд 
по степеням х: 
а) ( ) (1 )ln(1 );f x x x                   
2 2








   












2 5 ( 1)










     
  
  2 2 2
1
(2 1)!!















в) ( ) (3 2 ) ( ); г) ( ) ln 2 ( 1);
3 2
n
n n n n
n
n n






        
1
( 1)


















2 1 2 1
1 0
2. а) ( ) ( 1) , 1;
( 1)
( 1) 2 1 1
б) ( ) 2 , ;
2 1 4 2
(2 1)!!
в) ( ) ( 1) , 1 1; г) .











f x x x
n n
f x arctg x x
n
n x x
f x x x
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Глава 3. Приложение рядов 
 
11. Приближенное вычисление значений функций 
 
Если функция y = f(x) разлагается, например, в ряд Маклорена в неко-
тором интервале (–r, r),  r > 0, то задача вычисления значения функции 
)(xf  в точке x0  (–r, r) состоит в нахождении суммы указанного ряда 










то для любого числа 0x , взятого из области сходимости этого ряда, спра-
ведливо приближенное соотношение 
 










Значение функции вычисляется приближенно, и оно определяется не-
которой частичной суммой соответствующего числового ряда. Минималь-
ное число 0n  таких членов устанавливается путем оценки либо остатка 
указанного числового ряда )( 0xRn , либо остаточного члена формулы Мак-
лорена )( 0xrn , т. к. в случае сходимости степенного ряда функции y = f(x) 
они равны между собой: 
  








kn xaxR . 
 
Оценка величины точности особенно проста, если ряд является знако-
чередующимся. В этом случае погрешность вычислений не превышает ве-
личины первого отброшенного члена, т. е.  
 




onn xaxR . 
 
Если же ряд не является знакочередующимся, то при оценке погреш-
ности могут быть использованы геометрическая прогрессия, оценка оста-
точного члена ряда Тейлора или какие-либо другие соображения. 
 

















































e   
 
Оценим остаток данного ряда с положительными членами двумя спо-
собами. 













































11 e  
 
Окончательный ответ е   2,72 ).01,0(   
П р и м е р  2. Вычислить sin18  с точностью 0001,0 . 
Решение:  
Так как 18 ,
10
























 является рядом 










    
    
    
 получаем 




sin18 0,31416 0,00517 0,30899.
10 3!10
 
       
 
Окончательный ответ: sin18 0,3090   ).0001,0(   
П р и м е р  3. Вычислить 5 33 с точностью 0001,0 . 
Решение:  





5 5 1 1 1 2 1 6 133 32 1 2 1 2 1 ...
32 5 32 25 32 125 32
        
                 






5 16 8 25 32 8 125 32
    
      
 
Так как уже третий член ряда по абсолютной величине меньше задан-










12. Приближенное вычисление интегралов 
 
При приближенном вычислении определенного интеграла часто, осо-
бенно в случае, когда соответствующий неопределенный интеграл не вы-
ражается через элементарные функции в конечном виде, бывает удобно 
представить его в виде суммы ряда. Для этого сначала подынтегральную 
функцию разлагают в степенной ряд, а затем интегрируют почленно. 
 


























( 1) ( 1) 1









   
   
  
   , 
 






































0,321xe dx   ).001,0(   
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13. Интегрирование дифференциальных уравнений 
 
Интегрирование дифференциальных уравнений с помощью рядов це-
лесообразно в тех случаях, когда их решения не выражаются в элементар-
ных функциях или не приводятся к квадратурам (т. е. не могут быть пред-
ставлены в виде интегралов). В таких случаях ряд, являющийся решением 
дифференциального уравнения, можно найти методом неопределенных ко-
эффициентов или способом, основанным на прямом использовании фор-
мулы Тейлора. 
Метод неопределенных коэффициентов особенно удобен в примене-
нии к линейным уравнениям, т. е. уравнениям вида 
 







1   
 
и состоит в следующем. Если все коэффициенты ряда  xpk  и свободный 
член  xf  разлагаются в ряды по степеням  oxx  , сходящиеся в некото-
ром интервале  hxhx oo  , , то искомое решение  xyy   может быть 
представлено в виде степенного ряда 
 




сходящегося в том же интервале. Подставляя в исходное уравнение значе-
ние найденной функции и ее производных, приравниваем коэффициенты 
при одинаковых степенях  0xx  . Из получаемых при этом уравнений и 
начальных условий, если они заданы, удается найти коэффициенты ,0c  ,1c  
,2c ,nc  
 
П р и м е р  1. Найти решение дифференциального уравнения 




   
Решение:  






ко интеграл от левой части не выражается в элементарных функциях.  































Продифференцируем выражение для первой производной: 
 
2 2
( cos ) sin ( cos sin )
,
y y y y y y y y y
y
y y
   












    
   
 
Дифференцируя выражение для второй производной, найдем (0)y . 
Продолжая этот процесс, можно получить любое число членов разложения 










   
   
 
П р и м е р  2. Найти решение дифференциального уравнения 
0y xy    с начальными условиями 1)0(,0)0(  yy , взяв три отличных 
от нуля членов разложения в ряд Тейлора.  
Решение:  
















xy   
Имеем 
y xy  , (0) 0y  ; 
y y xy   , (0) 0y  ; 
( ) 2ivy y y xy y xy         , 2)0()( ivy ; 
( ) 2 3vy y y xy y xy         , 0)0()( vy ; 
)()()( 43 ivivvi xyyxyyyy  , 0)0()( viy ; 











П р и м е р  1. Вычислить интеграл 
1,0
0
2 )100cos( dxx  с точностью до 
0,001. 
Решение:  
































x  );( x , следовательно, 
0,10,1 0,1 4 4 4 4 1
2
0 0 00 0 0
( 1) 10 ( 1) 10 ( 1)
cos(100 ) .
(2 )! (4 1)(2 )! 10(4 1)(2 )!










   
 
Последний ряд является знакочередующимся рядом, поэтому, если       
в качестве его суммы взять сумму первых (n – 1)-членов, то ошибка по аб-









































dxe x  с точностью 0,0001. 
Решение: 
Разложим подынтегральную функцию в ряд: 
 











nx ,   ;x . 
 









nx x x xe dx dx
n
          
 
     
 
2





nx x x xe dx dx
n
          
 




1 1 1 1
1 1
3 2!5 3!7 2 1 !
n
n n
       

   
 
Получили знакочередующийся ряд. Для обеспечения требуемой точ-































1 1 1 1 1 1
1
3 5 2! 7 3! 9 4! 11 5! 13 6!
xe dx        
    
 







0,7468xe dx  . 






 с точностью до 510 . 
Решение:  
Неопределенный интеграл  dx
x
xsin
 не может быть выражен в элемен-
тарных функциях, поэтому приближенное вычисление его является един-
ственно возможным.  








































Интегрируя этот ряд почленно, получаем 
 
1




3! 5! 7! 3 3! 5 5! 7 7!
x x x x x x x
dx dx x
x
   
             
     






























sin 1 1 1
0,25 0,00087 0,24913








Поскольку ряд знакочередующийся, погрешность не превзойдет вели-
























  с точно-
стью до 0,001. 
Решение: 
Запишем разложение функции arctgy x  в ряд Маклорена: 
 
3 5 7 9 2 1
arctg ... ( 1) ...,
3 5 7 9 2 1
n
nx x x x xx x
n

        

 ( 1,1)x  , 
2 4 6 8 2arctg
1 ... ( 1) ...,
3 5 7 9 2 1
n
nx x x x x x
x n
        

 ( 1,0) (0,1).x    
 
Проинтегрируем почленно получившийся ряд от x = 0 до x = 1/2: 
 
 
2 4 61/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2




x x x x
dx dx dx dx dx
x
           
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 22 3 5 71/ 2
2 2 2
0 0 0 00
( 1) ... ...
2 1 3 5 7
n
n x x x xdx x
n




2 3 2 5 2 7 2
0
1 1 1 1
( 1) ... ...





        












Получили знакочередующийся ряд. При замене суммы этого ряда 
суммой конечного числа его первых членов абсолютная величина ошибки 
не будет превосходить модуля первого из отброшенных членов ряда. Так 
как точность задана (0,001), отыщем первый из членов ряда, абсолютная 


















Следовательно, при вычислении интеграла с точностью до 0,001 берем 








3 2 5 2
0
arctg 1 1 1 1 1 1




      
 
  
≈ 0,5 – 0,0139 + 0,0012 = 0,4873. 
 
 
Вычисления вели с одной запасной цифрой, а ответ даем с тремя зна-
ками после запятой, округляя 0,4873 до 0,487. 




1 x dx  с точностью до 
310 . 
Решение:  























































































1 xxxx   1x . 
 
Интегрируя этот ряд почленно, находим 
 
1




5 1 1 1 1
1
8 56 160 1664 2 8 2 56 2 160 2
x x x x
x dx x
 
            
   
    














x dx    . 
 
П р и м е р  6. Вычислить e  с точностью до 0,001.  
 106 
Решение:  







xxx nx , 
при x = 
2
1
















  . 
 
Оценим погрешность приближения с помощью остаточного члена 






























R , но 23ee 2
1





















. Чтобы ошибка была меньше 0,001, доста-





























  , то e 1,649     
с точностью 0,001. 
П р и м е р  7. Вычислить cos10  с точностью до 410 .  
Решение:  












































Так как ряд знакочередующийся, погрешность не превосходит первого 


































































  и вос-


































































































































Замечание. Следует отметить, что в практике вычислений большую роль играет 
быстрота приближения частичной суммы ряда к искомому результату. Например, из 
ряда  ln 1 x  при 1x   получаем 
 
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        , 
 
откуда видно, что для вычисления ln 2  с точностью до 310  следует взять тысячу чле-
нов ряда! Это, конечно, неосуществимо. Обычно для вычисления логарифмов исполь-











П р и м е р  9. Вычислить 2ln  с точностью до 410 . 
Решение: 
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        
 



































. Этот ряд сходится быстрее геометрической про-
грессии со знаменателем 
1
3
q  .  
 Остаток ряда оценим следующим образом: 
 
 























































П р и м е р  10. Вычислить 3 130  с точностью до 410 . 
Решение: 





130 125 5 5 1 5 1
125 25
 




Воспользуемся стандартным разложением: 
 
1/3 2 3
1 1 1 1 1
1 1 2
1 3 3 3 3 3
(1 ) 1 ...
3 2! 3!
x x x x
    
      
            
2 3 4
2 3 4
1 1 2 1 2 5 1 2 5 8
1 ...
3 3 2! 3 3! 3 4!
x x x x
     




Подставляя вместо  х число 
1
25
, получим числовой ряд: 
 
1/3
2 2 4 3 6 4 8
1 1 1 2 1 2 5 1 2 5 8
1 1 ...
25 3 5 3 2! 5 3 3! 5 3 4! 5
      
       




Имеем знакочередующийся ряд, удовлетворяющий признаку Лейбни-
ца. Если взять в качестве приближенного значения суммы этого ряда сум-
му n первых его членов, то будем иметь абсолютную погрешность, мень-
шую, чем первый отброшенный член. Так как мы должны вычислить зна-
чение корня с точностью до 0,0001, то для подсчета нужно взять первые 
три члена ряда. 
Действительно, уже четвертый член, умноженный на 5, будет равен 
 
3 6 4
5 1 2 5 1 2 1
0,0001
81 6253 3! 5 27 1 2 3 5
   
  
     
. 
 
Производим вычисления (умножаем каждый член ряда на 5): 5,00000 + 
+ 0,06667 – 0,00089 = 5,06578. Таким образом, 
 
3 130  5,00000 + 0,06667 – 0,00089 ≈ 5,06578 
 
(с точностью до 0,0001).  
 
Замечание. Так как использованное разложение справедливо для 1 1x   , то 
число 130 должно быть разбито на два слагаемых так, чтобы из первого числа извле-
кался корень кубический, а второе слагаемое было меньше 1. 
 






17 16 1 2 1 2 1 .
16 16
 




Используя биномиальный ряд 
 
 
























































































Поэтому, ограничившись суммой первых трех членов, получаем 
4 17 2,0305 . 
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П р и м е р  12. Найти первые пять членов разложения в ряд решения 
уравнения 22 yxy   при начальном условии 
2
1
)0( y . 
Решение:  
Представим функцию в виде ряда Маклорена: 
 
   








































y  (из уравнения),  







2020 y ; 










220 y ;  












60 y . 
 
Подставив эти значения в формулу Маклорена, получим 
 













П р и м е р  13. Найти три первых, отличных от нуля, члена разложения 
в степенной ряд решения y = y (x) дифференциального уравнения 
xyey x  , удовлетворяющего начальному условию y(0) = 0. 
Решение: 
Будем искать частное решение уравнения в виде ряда: 
 
   



























0 32  
 
Имеем   00 y  (из начального условия),  
  1010 y  (из уравнения),  
0
(0) ( ) 1,y
x
y e y y xy

       
2
0
(0) ( ( ) 2 ) 1 1 2 4.y y
x
y e y e y y xy

             
 
 111 
Подставляя в ряд найденные значения ),0(),0(),0(),0( yyyy   получаем 
 
 
2 3 2 31 1 4 1 2( ) 0 ... ...
1! 2! 3! 2 3
y x x x x x x x          
 
 
П р и м е р  14. Найти первые пять членов разложения в степенной ряд 
решения задачи Коши 22 yxy  ,   10 y . 
Решение: 
Так как начальное условие задано при 00 x , то 
 
   






























































































































































Выполните задания 15–18 из приложения. 
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Глава 4. Тригонометрические ряды Фурье 
 










  называется три-
гонометрическим рядом Фурье. 











ся периодическими функциями с общим периодом 2π, поэтому и сумма 
этого ряда S (x) также будет 2π – периодическая функция. 
В силу ортогональности тригонометрических функций на отрезке  





             cos 0,nxdx
































14.1. Разложение в ряд Фурье 2π-периодических функций 
 
Т е о р е м а  1 .  Пусть функция разлагается в тригонометрический 
ряд Фурье 








f x a nx b nx


   , 
 









   
1





   
1







Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку ряд Фурье сходится равномерно на от-
резке   , , а его члены непрерывны на этом отрезке, то сумма ряда  
 xf  тоже непрерывна, а сам ряд можно почленно интегрировать на отрез-
ке    , : 































dx a nxdx b nxdx a
  
  
       . 
Отсюда   
1






Если  ряд  Фурье  почленно умножить на  mxcos  и  mxsin   ,2,1m ,  
то полученные ряды будут снова равномерно сходиться на отрезке    , .  
Интегрируя почленно эти ряды и используя свойство ортогональности, 
имеем 






























nnn anxdxamxdxnxb , 
откуда  
1












2sinsin , и 
 
1





, что и требовалось доказать. 
Таким образом, функция  xf , удовлетворяющая требованиям теоре-
мы 1, разлагается в ряд Фурье единственным образом. 
Определение 2.  Числа  0a ,  na ,  nb   называются коэффициентами Фу-
рье для функции  xf , а тригонометрический ряд с такими коэффициента-
ми – рядом Фурье для  xf . 
 Без доказательства приведем достаточные условия разложимости 
функции в ряд Фурье. 
Пусть функция  xf  задана на сегменте   , . 
Определение 3.  Условиями Дирихле называют следующие условия, на-
кладываемые на функцию  xf : 
а) функция либо непрерывна, либо имеет конечное число точек разры-
вов первого рода. 
б) сегмент    ,  можно разбить на конечное число таких частей, что в 
каждой части  функция  xf  меняется монотонно. 
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Т е о р е м а  2 (Дирихле). Если функция  f x , заданная на сегменте 
 ,  , удовлетворяет условиям Дирихле, то ее ряд Фурье  сходится во 
всех точках 





( ), если точка непрерывности функции ( ),
( 0) ( 0)
( ) , если точка разрыва,
2
( 0) ( 0)
, если cовпадает с концами сегмента .
2
f x x f x














Б е з  д о к а з а т е л ь с т в а .  
 




























    
























    











0 π –π х 
у 
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1 1 1 1 1 1
sin sin sin cos
0 0
na x nx nxdx x nx nx
n n n n
   
            
  
2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1
sin cos 0 0 cosn n n
n nn n n n
    
                 
 
   2 2
1 1






















a a  

 











     
    
     
 








1 1 1 1 1 1
cos cos cos sin
0 0
nb x nx nxdx x x nx
n n n n
   
              
  
 2
1 1 1 1
cos sin 0 0 cosn n n
n nn
 
            
 











откуда 1 2 3 4 5
1 1 1 1
1, , , , ,...
2 3 4 5




2 1 2 1
cos sin 0 sin2 cos3 sin3
4 2 33
f x x x x x x
      
              




0 sin4 cos5 sin5 ...,
4 55
x x x
   
        
   
 
или  
  2 2
2 cos cos3 cos5
...





























Это равенство имеет место во всех точках, кроме точек разрыва.  
В каждой точке разрыва сумма ряда равна среднему арифметическому 
ее пределов справа и слева:  
 
 





   
      





   
    
 




, при 0 ,
, при .  
2
n х
S x x х n
x n

    












14.2. Разложение в ряд Фурье четных и нечетных функций 
 
Если функция  xf   четная    )(xfxf  , то  
 
         
0
0 0 0
f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
   
 
         
   
0 0
,f x dx f x dx
 
    






2 dxxfdxxf . 
у 
π 
0 π 2π 3π –π –2π х 
  
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Если функция  xf   нечетная    )(xfxf  , то  
 
     
0 0
f x dx f x dx f x dx
  

         
0 0
,f x dx f x dx
 
    




При разложении в ряд Фурье четной функции произведение kxxf sin)(  































xf n  
 
При разложении в ряд Фурье нечетной функции произведение 























 kxdxxfbk  
 
т. е. ряд Фурье нечетной функции содержит только синусы: 
 
  1 2sin sin2 ... sin ...nf x b x b x b nx      
 
П р и м е р  1.  Разложить в ряд Фурье функцию   2xxf   на    , . 
Решение:  
График функции  xf  приведен ниже. 
 
–π π х 0 
у 
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В промежутке x    заданная функция четная, ее ряд Фурье со-
























2 2 sin 2 sin 4
cos sink
kx kx




     
    
    
2
00 0




k k k k k
 
 
    
   








  ,3,2,1k . 
 


















Это равенство имеет место во всех точках отрезка  ; .   
На концах промежутка, соответственно,  
 
 







S    









    График  хS  имеет вид 
 
 
Замечание. Полученное разложение для функции   2f x x  при [ ; ]x    можно 
использовать для вычисления значения 
2.  
–3  –2   –π 3 π 2π π х 0 
у 
 119 












































Решение:   





В промежутке x    заданная функция нечетная. Ее ряд Фурье 
содержит только синусы: 
;00 a
































Таким образом,  
 
0, при 2 ,
4









   
 





































Это равенство имеет место во всех точках, кроме точек разрыва.  
В точке  0x ,  в соответствии с теоремой Дирихле, 
 













На концах промежутка, соответственно,  
 
 








S    












х π –π 0 
у 
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sin 2 14 4 sin3 sin5
sin
2 1 3 5k






     
    
   
 
на следующих рисунках приведены графики частичных сумм ряда Фурье функции 
( )f x x  с номерами 1; 2; 3k  :  
 
S1(x)  = 
4

sin x,    S2(x)  = 
4

 (sin x + 
1
3
sin 3x),   S3(x)  = 
4









Рисунки наглядно показывает, что во всех внутренних точках отрезка 
[ ; ]   последовательность частичных сумм сходится к данной ступенча-






–2π х 3π 2π π –π 0 
у 
     
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14.3. Ряд Фурье для функции с периодом 2l 
 
Определение. Если функция y = f(x) определена на отрезке [– ;  ], то 



















где коэффициенты  an  и bn находятся по следующим формулам: 
 







0 ,                                         











,                                   












                                 





























































































































   


























П р и м е р  2. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию 




















sin cosa xdx x
 











a x dx x nxdx n xdx
  

       
     
 
 
   /2 2 2
0 0 0
cos 2 1 cos 2 12 2 2
sin 2 1
2 1 2 1





    










































































14.4. Разложение непериодических функций 
в тригонометрический ряд Фурье 
 
Выше отмечалось, что в тригонометрический ряд Фурье могут разла-
гаться только периодические функции с периодом  2T  либо 2T . 









f x a nx b nx


   , 
 
сходящийся к )(xf , то сумма этого ряда должна быть периодической 
функцией с периодом  2T , т. к. nxsin  и nxcos  являются периодически-
ми функциями с периодом 2 . 
Если функция )(xf  не является периодической, то для того, чтобы 
представить ее рядом Фурье, строят некоторую вспомогательную перио-
 123 
дическую функцию )(* xf , которая в области определения исследуемой 
функции (например, на отрезке ];[  ) совпадает с функцией )(xf . 
В этом случае говорят, что функцию )(xf  периодически продолжают 
на всю числовую ось. 
Пусть функция )(xf  задана на отрезке ];0[  . Дополняя определение 
этой функции произвольным образом на отрезке ]0;[  , мы можем разло-
жить эту функцию в ряд Фурье двумя способами: 
– либо только по косинусам, 
– либо только по синусам. 
1) Для разложения функции )(xf  в ряд по косинусам (или по косинусам 
кратных дуг) ее продолжают на отрезок ]0;[   четным образом.  
Другими словами, строят вспомогательную функцию   
 
* ( ) [ ;0],( )



















































a f x dx
k x
a f x dx
k x




























2) для разложения функции )(xf  в ряд по синусам (или по синусам 
кратных дуг) ее продолжают на отрезок  ]0;[    нечетным образом.  
Другими словами, строят вспомогательную функцию   
 
* ( ) [ ;0],( )


















































a f x dx
k x
a f x dx
k x


























П р и м е р .  Функцию    xxf  , заданную в промежутке   ,0 ,  раз-
ложить в ряд Фурье: 1) по косинусам;  2) по синусам. 
Решение: 


























































































































































  x0 . 
 
График суммы полученного ряда Фурье приведен на рисунке. С гра-






0 π 2π 3π –π –2π х 
π 
0 π –π х 
у 
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2. Продолжив  функцию  в промежуток   ,0  нечетным образом, по-




Вычислим коэффициенты ряда Фурье: 
 































































,  0 .x    
 
График суммы полученного ряда Фурье приведен на рисунке. С гра-







0 π 2π 3π –π –2π х 
–π 
π 





1. Сформулируйте условия и теорему Дирихле. 
2. Запишите формулы для коэффициентов разложения периодической 
функции в ряд Фурье. 
3. Для каких типов функций в их разложении в ряд Фурье содержатся 










В промежутке x    заданная функция – нечетная. Ее ряд Фурье 
содержит только синусы: 
 
;00 a














2 2 cos 1 2
sin cos 1 .
kkx





     
    
   
 
 

























Это равенство имеет место во всех точках отрезка  ; .   
На концах промежутка, соответственно,  
 
  








S    









3π х 2π π 0 –π –2π 
у 
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    График  хS  имеет вид 
 
 























на следующем рисунке приведены графики частичных сумм ряда Фурье 
функции xxf )(  с номерами 100;20;8;3;2;1k . Рисунок наглядно пока-
зывает, что во всех внутренних точках отрезка [ ; ]   последовательность 





       
 




Замечание. Полученное разложение для функции  f x x  при [ ; ]x    мож-
но записать в таком виде: 
 
 
, при ,sin sin 2 sin3
2 ...
0, при 2 1 .1 2 3
x xx x x
x n
    
          
 
 








  тогда 
1 1 1
2 1 0 ... ,
2 3 5 7
  
      
 
 
откуда следует, что 
1 1 1
1 ...
4 3 5 7

     . 
 
П р и м е р  2. Разложить в ряд Фурье по косинусам периодическую 
функцию с периодом 2 , заданную в промежутке 0 х    следующим 
образом: 
, при 0 / 2,
( )











Функция )(xf  задана в промежутке 0 х   , но так как ее надо раз-
ложить только по косинусам, то в промежутке 0х   функцию )(xf  

















































































































































































































































































1 2 3 4 5 6 72 2 2 2 2 2
2 4 2 2 4 2
, , , 0, , , ,
1 2 3 5 6 7
a a a a a a a            
     
                                                      
8 9 102 2
2 4
0, , , ...
9 10
a a a    
 
  











































П р и м е р  3. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию, задан-





Функция 2)( xxf   в промежутке  20 x  не является ни четной,    
ни нечетной. 















































































































































–2π 2π х 0 
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откуда 1 2 3 4 5
4 1 4
4, 1, , , , ...
9 4 25






























































































































































1 2 3 4 5
4 4 4 4
4 , , , , ...
2 3 4 5
b b b b b
   
            
 
Подставляя значения коэффициентов na  и nb  в формулу (1), находим 
24 4 1 4
( ) 4cos cos2 cos3 cos4 cos5 ...
3 9 4 25
f x x x x x x
  




1 1 1 1
4 sin sin2 sin3 sin4 sin5 ...).
2 3 4 5
x x x x x
 




В точке разрыва  2x  сумма ряда равна 
   2 0 2 0
,
2
f f  
 т. к. 
   22 0 4 , 2 0 0,f f      то сумма ряда при  2x  (а также во всех 









П р и м е р  4. Разложить в ряд Фурье функцию, заданную в промежут-
ке 11  x  уравнением .)( 2xxf   
Решение: 
Данная функция является четной.  






























Интегрируем по частям: 
 
2 1, cos , 2 , sin ;u x dv n xdx du xdx v n x
n























































































        
1
2 2
1 1 1 1 1
cos sin 0 0 1 1 1 1 .
n n n
n n
n n n nn

                




Подставив это значение в na , находим 

















откуда 1 2 3 42 2 2 2 2 2 2
4 4 4 4
, , , , ...
2 3 4
a a a a

    





2 2 2 2 2
1 4 4 4
cos cos2 . cos3 ...,
3 2 3


























2 xxx . 
 
Пример 5. Разложить функцию xxxf 2)(
2   в ряд Фурье: 
а) на сегменте  ;  ;  
б) на сегменте 0; 2 ; 





 22  
 22  
    х 0 
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xx ,      ).;( x  
 
Если x , сумма ряда определяется по теореме Дирихле, а именно: 
 
 
































































































































































































































































































–2  3  
2  
2  
 22  
 22  
    х 0 
y 
 137 




























xx , ).2;0( x  
 
Если  0x  или  2x , сумма ряда определяется по теореме Дирихле, 
а именно: 
 
















График суммы ряда представлен ниже. 
 
 
в) функция, которая разлагается в ряд Фурье по синусам, должна быть 
нечетной. Поэтому строим нечетное продолжение функции 2( ) 2f x x x    
























































( 1) ( 2 ) sinn nxdx
n n




















































4  2  
 22  
 44 2  
 4  
х 0 
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b kk  
 



































где ).;0( x  
График суммы ряда представлен ниже. 
 
 
Задачи для самостоятельного решения 
 
1. В промежутке   ,    разложить в ряды Фурье функции: 










































































                   
 
3. В промежутке   0,   разложить в ряды по синусам функции: 
а)   2xxf  ;    б)   .f x x  







 3  
 22  
 22  

 
  х 0 
y 
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cos 2 1 1 sin1
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    
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 
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Задание 1. Найти  ап+1  и а2п–1  члены ряда. 
 





































































































































  14 
3 9 27 81 243
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1 2 6 24 120


































































1 2 3 4
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5 7 9 11












3 6 9 12
...
4 7 10 13
     
        
     
 24 
1 3
2 23 5 7
...
4 7 10
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Задание 3. Можно ли решить вопрос о сходимости ряда с помощью 
необходимого признака? 
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Задание 7. Доказать справедливость равенства. (Ответом служит число ρ, 
получаемое при применении признака Даламбера или признака Коши). 
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Задание 9. Вычислить сумму ряда с точностью   . 
 



































































































































































































































































































































































































































Задание 10. Определить интервал сходимости ряда и исследовать сходимость       
на концах интервала. 
 
 




















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Задание 11. Найти область сходимости ряда. 
 


























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































Задание 12. Разложить по степеням x  в ряд указанной функции. Указать 
интервал сходимости. 
 
Вариант Задание 1 Задание 2 Задание 3 
1 







 xy 2sin  





y  )(cos 2 xy   





  xxy 22 cossin  




xy   






  xy 3sin 2  
6 xy  2  23 xy   












  xxy cos  









y   






  xy 2sin  





y   






y   
12 24
x





y   xdxxy arctg
3  






  xxy 2sin  
14 


















y  xy 2cos  
16 
2








y   












y  xy 6sin 2  






y  xxy arctg  
Вариант Задание 1 Задание 2 Задание 3 
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  xxy 2sin2cos  






  xxy 4arctg  
26 24
x





y  xxxy sinctg  






y  2sin xy   










xy   









y   
30 22
x
xy   
29 xy   xxxy costg  
 
 
Задание 13. Разложить функцию в ряд по степеням x . 
 





 x34   16 212
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 2)32(  x  17 xx 342   
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 3 92 x  21 26
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xx 
 )115ln( x  





 4 2 x  22 3 227 xx   x53   
8 )61ln( 2xx   )3ln( x  23 )121ln( 2xx   3)34(  x  












 3 21 x  25 
x
xarctg














 )37ln( x  27 4 516 x  4 27 x  
13 )121ln( 2xx   3)74(  x  28 )201ln( 2xx   )97ln( x  
14 2)3( xe  3 51 x  29 






 )38ln( x  30 xx ch)1(   x92   
 
 
Задание 14. Разложить функцию в ряд Тейлора в окрестности точки x0. 
 
Вариант Задание Вариант Задание
 
























xf  0x –4 18 xxf )(  0x 4 




























  0x 3 
































xf  0x 3 







xf  0x 1 







































xf  0x 2 28 














  0x 1 30 4)(  xxf  0x 1 
 
 




Задание 1 Задание 2 
Вари- 
ант 








6 2 dxe x  16 
1
0



















2 )100sin( dxx  17  
5,0
0
)1ln( dxx  
2,0
0




2 )1ln( dxxx  
1
0
2cos dxx  18  
25,0
0























































































































3 2 dxe x  23  
25,0
0
4 1dxx  
5,0
0




2 1dxx  
2,0
0










































Задание 1 Задание 2 
Вари- 
ант 





dxex x  
5,0
0
2 )4cos( dxx  26  
25,0
0





















































































2 2 dxe x  30 
5,0
0









Задание 16. Вычислить указанный определенный интеграл, взяв первые три члена 
разложения в ряд, и оценить полученную точность. 
 






































































































  18 
1
0

















ln(1 )x dx  22 
1
0



















































1x dx  
 
 
Задание 17. Используя разложение функции в степенной ряд, вычислить ее 
значения с точностью до 410 . 
 
Вариант Задание 1 Задание 2 Задание 3 Задание 4 
1 e  sin 2  3 30  3ln  
2 2,0e  4 17  sin9  3lg  
3 5,0e  1cos  1,0arctg  5ln  
4 4 80  1,0sin  8ln  25,0e  
5 1arcsin  5,0e  3 018,1  20lg  








 9ln  4,0sin  1,0e  
9 3 e  3 500  2,0sin  32ln  
10 5 250  cos10  27ln  5,1e  




cos18  25,0ln  




13 101030  sin10  75,0e  5,0ln  




15 cos2  4
1
620
 1,0arctg  5,0lg  
16 cos10  7ln  4 80  3
1
e  




 2,0ln  3
2
e  
18 1e  3,0ln  
630
1  2,0cos  









6ln  6 70  cos1  











 1,0e  1,0cos  24ln  
24 2,0e  5 30
1
 2,0sin  12ln  









arctg  101020  
















 6 738  32ln  






 64ln  
 
 
Задание 18. Найти три первых отличных от нуля члена разложения в степенной 
ряд решения дифференциального уравнения, удовлетворяющего начальному условию. 
 
Вариант 
Задание 1 Задание 2 
Уравнение )0(y  Уравнение )0(y  
1 2cos yxy   1 yexyy   0 
2 2yxy   0 122  yxy  1 
3 xyxy  2  0,1 22 yxy   0,5 
4 yxy  2  0,1 23 yxy   0,5 
5 21,02 yxy   0,2 2yxy   –1 
6 yxy 22   1,0 22 yxxy   1 
7 2yyy   3 2cos2 xyxy   13 
8 22 2,0 yxy   0,2 2yey x   0 
9 yxy 22   0,1 2yyxy   1 
10 хyxy  2  0,2 22 yxy   1 
11 xyey y  2  0 22sin yxxyy   0,5 
12 2sin yxy   1 22yyey x   1/3
 
13 22 xyy   2 23 2xyey x   1 
14 22 yxy   1 yexy   0 
15 xyey y  2  0 yxyy cos2cos   0 
16 2yxyy   0,1 
22 2yxy   0,2 
17 2yey x   0 
22 yxyxy   0,5 
18 22 yxxy   5 xey
xx  ln  0 
19 25,0sin yxy   1 
2yxyy   0,2 
20 yey x   4 
22 yexy x   1 
21 21,02 yxy   1 
2sin yxxy   1 
22 32 yyxy   1 xyxy 
22  0 
23 22,0 yxy   0,1 
22yxy   0,5 
24 xyxy   1 
22yxey x   0 
Вариант 
Задание 1 Задание 2 
Уравнение )0(y  Уравнение )0(y  
25 32 yxy   0,5 xyyxy 
22
 1 
26 xyy   1 
xexyy   0 
27 xyxy  22  1 
xyey   1 
28 22 yxy   0,5 
xyxy  sin2  0 
29 xyxy  cos2  1 
yexy  2  0 





Задание 19. Найти четыре первых отличных от нуля члена разложения в степенной 
ряд решения дифференциального уравнения, удовлетворяющего начальным условиям. 
 
Вариант Уравнение Начальные условия 
1 06  xyxy  )0(y 1         )0(y 0 
2 0 yyxy  )0(y –1        )0(y 0 
3 02  yyxy  )0(y 0          (0) 1y    
4 0)1(  yyxy  )1(y 0          )1(y 1 
5 06  xyxy  )0(y 1           )0(y 0 
6 012 2  xyxy  )0(y 1           )0(y 0 
7 0 yyxy  )0(y 1           )0(y 0 
8 0)1(  yyxy  )1(y 1            )1(y 0 
9 02  yyxy  )0(y 1           )0(y 0 
10 02  yyxy  )0(y 0            )0(y 2 
11 012  xyxy  )1(y 0            )1(y 1 
12 02  yxy  )0(y 1            )0(y 0 
13 012 2  xyxy  )0(y 1            )0(y 0 
14 01)1(  xyxy  )1(y 1             )1(y 0 
15 02)1(  yxy  )1(y 1             )1(y 0 
16 01)1(  xyxy  )1(y 1             )1(y 0 
17 02  xyxy  )0(y 1           )0(y 0 
18 012  xyxy  )0(y 0           )0(y 1 
19 012 2  xyxy  )0(y 1           )0(y 0 
20 02  yyxy  )0(y 1           )0(y 0 
21 02  yxy  )0(y 0           )0(y 0 
22 06  xyxy  )0(y 1           )0(y 0 
23 01)1(  xyxy  )1(y 0            )1(y 2 
24 02  yyxy  )0(y 1            )0(y 0 
25 02  xyxy  )0(y 0            )0(y 0 
Вариант Уравнение Начальные условия 
26 02  yyxy  )0(y 0            )0(y 1 
27 0 yyxy  )0(y 1            )0(y 1 
28 02  yxy  )0(y 0            )0(y 0 
29 01)1(  xyxy  )1(y 0             )1(y 2 
30 012 2  xyxy  )0(y 1            )0(y 0 
 
 
Задание 20. Разложить в ряд Фурье в действительной форме 2 - периодическую 
функцию. Найти значение ряда Фурье в точках разрыва функции. Построить график 
функции. 
 


























































































































































































































































































































































































Задание 21. Разложить в ряд Фурье в действительной форме 2 - периодическую  
функцию. Найти значение ряда Фурье в точках разрыва функции. Построить график 
функции. 
 











































































































































































































































































































































































































Функция f(x)   
Вари
-ант 
























































-3   -2   -1   1    2    3    
1 
-1 
x  0 
f(x) 
-3   -2   -1   1    2    3    
1 
-1 
x  0 
f(x) 
-3   -2   -1   1    2    3    
1 
-1 
x  0 
Вари
-ант 
Функция f(x)   
Вари
-ант 


























































-3   -2   -1   1    2    3    
1 
-1 
x  0 
f(x) 


















-3   -2   -1   1    2    3    
1 
-1 
x  0 
Вари
-ант 
Функция f(x)   
Вари
-ант 





















































































Функция f(x)   
Вари
-ант 









Задание 23. Разложить в ряд Фурье в действительной форме 2l-периодическую 
функцию, заданную на промежутке длины  l2 выражением. 
 
Вариант Задание Вариант Задание 




























































xf    .3l  6 .5),15;5(,10)(  lxxxf  















































xf .4l  













xf   .3l  14 .2),2;2(,5)(  lxxxf  
15 .2),3;1(,22)(  lxxxf  16 .4),4;4(,3)(  lxxxf  












xf    .1l  
f(x) 





-3   -2   -1 0   1    2    3    
1 
-1 

































































xf .3l  
23 .2),2;2(,3)(  lxxxf  24 .5),5;5(,34)(  lxxxf  
25 .3),3;3(,1)(  lxxxf  26 .3),3;3(,32)(  lxxxf  



































xf   .1l  
 
 
Задание 24. Разложить в ряд Фурье в действительной форме 2l-периодическую 
функцию, заданную на промежутке длины l2 выражением. 
 








































xf  4 ).3;0[,1)( 2  xxxf  
5 ).0;1[,)1()( 2  xxxf  6 ).4;2[,)2()( 2  xxxf  
7 ).3;1[,2)( 2  xxxf  8 ).2;0[,)( 2  xxxxf  






































Вариант Задание Вариант Задание 
13 ).1;2[,)2()( 2  xxxf  14 ).4;0[),3()(  xxxxf  
15 ).4;2[,2)( 2  xxxxf  16 ].6;0(),1(5,0)( 2  xxxf  







































xf  22 ].5;1(,3)( 2  xxxf  
23 ).4;1[),2)(3()(  xxxxf  24 ].2;0(,3)( 2  xxxxf  
25 ).5;3[),1()(  xxxxf  26 ].3;1(,)1()(  xxxxf  








































Задание 25. Разложить в ряд Фурье по косинусам (или по синусам) кратных дуг 
функции. 
 
Вариант Задание Вариант Задание 
1 
10,1)( 2  xxxf  
по косинусам 
2 
10,1)( 2  xxxf  
по синусам 
3 
20,)( 2  xxxf  
по косинусам 
4 
10,31)(  xxxf  
по синусам 
5 
 xxxf ,1)(  
по косинусам 
6 




 x  
по синусам 
7 
20,)(  xxxf  
по синусам 
8 
10,32)(  xxxf  
по синусам 
9 
 20,)( 2 xxxf  
по синусам 
10 
20,24)(  xxxf  
по синусам 
Вариант Задание Вариант Задание 
11 
















10,1)(  xxxf  
по косинусам 



























(  2T ) 
18 
 xxxf ,1)( 2  
(  2T ) 
19 
 xxxf ,)( 2  
(  2T ) 
20 
 xxxf ,12)(  
(  2T ) 
21 
 xxxf ,1)(  













(  2T ) 
23 
 xxxf ,1)(  













(  2T ) 
25 
 xxxf ,)(  
(  2T ) 
26 
10,1)( 2  xxxf  
по синусам 
27 
10,31)(  xxxf  
по косинусам 
28 
( ) 2, 0 1f x x x     
по синусам 
29 




 x  
по косинусам 
30  xxxf ,2)( 2  
 
 
Задание 26. Разложить в ряд Фурье в действительной форме функцию, 
определенную в интервале  0; ,  продолжив ее четным и нечетным образом на всю 
числовую ось. Построить графики для каждого продолжения. 
 
Вариант Задание Вариант Задание 




exf   




 4 xxf 10)(  







7 ( ) sh
5
x





Вариант Задание Вариант Задание 
9 1)( 2  xxf  10 xexf 3)(   
11 ( ) ch4f x x  12 46)(
x
xf   





15 ( ) sh3f x x  16 xxf  5)(  
17 2)1()(  xxf  18 xexf 4)(   
19 ( ) ch
2
x
f x   20 34)(
x
xf   
21 2)2()(  xxf  22 xexf 2)(   





25 2)1()(  xxf  26 xexf )(  
27 ( ) chf x x  28 xxf 2)(   
29 2)( xxf   30 xexf )(  
 
 
 
